
[bookmark: _GoBack][image: ]





























[image: ]



Содержание
1. Критерии оценки.
2. Практическое занятие №1. Решение задач  с комплексными числами.
3. Практическое занятие №2. Вычисление определителей второго и третьего порядка.
4. Практическое занятие №3. Матрицы и действия над ними.
5. Практическое занятие №4. Решение систем линейных уравнений методом Гаусса и Крамера.
6. Практическое занятие №5. Графический метод решения задачи линейного программирования.
7. Практическое занятие №6. Предел функции .Раскрытие неопределённости. Замечательные пределы. Непрерывность функции.
8. Практическое занятие №7. Экстремум функции нескольких переменных.
9. Практическое занятие №8. Нахождение неопределенного интеграла с помощью таблиц используя его свойства. Интегрирование  заменой переменной и по частям.
10. Практическое занятие №9. Интегрирование простейших, рациональных дробей.
11. Практическое занятие №10.  Правила замены переменной и интегрирование по частям.
12. Практическое занятие №11.  Интегрирование неограниченных функций. Интегрирование по бесконечному промежутку. Приложения интегрального исчисления
13. Практическое занятие №12. Решение дифференциальных уравнений первого порядка, с разделяющими переменными, однородных дифференциальных уравнений.
14.  Список литературы.


КИТЕРИИ ОЦЕНИВАНИЯ ПРАКТИЧЕСКИХ РАБОТ

При оценке письменных и устных ответов преподаватель в первую очередь учитывает показанные студентами знания и умения. Оценка зависит также от наличия и характера погрешностей, допущенных студентами. Среди погрешностей выделяются ошибки и недочеты. 
Погрешность считается ошибкой, если она свидетельствует о том, что студент не овладел основными знаниями, умениями, указанными в программе.
К недочетам относятся погрешности, свидетельствующие о недостаточно полном или недостаточно прочном усвоении основных знаний и умений или об отсутствии знаний, не считающихся в программе основными. Недочетами также считаются: погрешности, которые не привели к искажению смысла полученного студентом  задания или способа его выполнения; неаккуратная запись; небрежное выполнение чертежа или графика.
Грубым ошибкам считаются: 
- незнание учащимися формул, правил, основных свойств ;
- незнание определения основных понятий, законов, правил, основных  положений теории,
- теорем и неумение их применять; 
-незнание приемов решения задач, неумение читать и строить графики;
-вычислительные ошибки, если они не являются опиской; равнозначные им ошибки;
- логические ошибки;
-незнание приемов решения типовых задач;

Негрубым ошибкам считаются:
- неточность формулировок, определений, понятий, теорий, вызванная неполнотой охвата основных признаков определяемого понятия или заменой одного - двух из этих признаков второстепенными;
- неточность графика;
- нерациональный метод решения задачи,;
[bookmark: page4]-выполнение чертежей и графиков без применения чертежных принадлежностей;
При оценивании практической работы также учитывается объем правильно выполненных заданий:


	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки 

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Оценка «отлично» ставится, если:
работа выполнена полностью;
в логических рассуждениях и обоснованиях решения нет пробелов и ошибок;
в решении нет математических ошибок (возможна одна неточность, описка, не являющаяся следствием незнания или непонимания учебного материала).
Оценка «хорошо» ставится, если:
работа выполнена полностью, но обоснования шагов решения недостаточны (если умение обосновывать рассуждения не являлось специальным объектом проверки);
допущена одна ошибка или два-три недочета в выкладках, рисунках, чертежах или графиках (если эти виды работы не являлись специальным объектом проверки).
Оценка «удовлетворительно» ставится, если:
допущены более одной ошибки или более двух-трех недочетов в выкладках, чертежах или графиках, но обучающийся владеет обязательными умениями по проверяемой теме.
Оценка «неудовлетворительно» ставится, если допущены существенные ошибки, показавшие, что студент не владеет обязательными умениями по данной теме в полной мере.









ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №1

Тема: Решение задач  с комплексными числами.
Раздел  дисциплины: Основные понятия комплексных чисел.
Формируемые компетенции:  
	ОК04.
	Работать в коллективе и команде, эффективно взаимодействовать с коллегами, руководством, клиентами;


Требования к умениям: 
Должен  уметь:  выполнять действия над комплексными числами в алгебраической  и тригонометрической форме.

Методические указания и теоретические сведения к практической работе
	Комплексные числа - числа вида Z = a + ib, где a,b – вещественные числа, а i =  - мнимая единица (i2 = −1). Множество комплексных чисел обозначается C.
	Действительные числа a и b комплексного числа Z = a + ib, называются действительной и мнимой частью числа z и обозначаются, соответственно, Rez=x и Imz=y.
	Два комплексных числа z1=a + ib и z2=c + id называются равными в том и только том случае, если a = c, b = d.
Запись Z=a + ib называют алгебраической формой комплексного числа z.
[image: http://ok-t.ru/studopediaru/baza7/3626742553006.files/image014.jpg]Числа Z=a + ib и =a − ib называют комплексно сопряженными. 
Геометрическое представление комплексного числа
	Если рассмотреть плоскость с прямоугольной системой координат, то любому комплексному числу z = a + ib можно сопоставить точку на этой плоскости с соответствующими координатами (a;b), и радиус-вектор R комплексного числа, т.е. вектор, соединяющий начало координат с точкой на плоскости, соответствующей числу (рис. 1). Данная плоскость называется комплексной. Действительные числа располагаются на горизонтальной (вещественной) оси, мнимые части – на вертикальной (мнимой) оси.
 - модуль комплексного числа - расстояние от начала координат до соответствующей точки комплексной плоскости. Попросту говоря, модуль – это длина радиус-вектора.
 , где - аргумент комплексного числа.
Действия над комплексными числами в алгебраической форме.
Сложение:				Z1 + Z2 = (a+ib)+(c+id) = (a+c) + (b+d)i.
Вычитание:				Z1 - Z2 = (a+ib)-(c+id) = (a-c) + (b-d)i.
Умножение:				Z1 · Z2 = (a+ib)(c+id)=(ac − bd)+(ad + cb)i.
Деление: 				.
Умножение на сопряженное:	Z · =(a + bi)(a  -bi)= a2 –b2i2= a2 – b2·(-1) = a2 + b2 – квадрат суммы
Примеры решения задач:
Пример 1. Выполнить действия над комплексными числами, представив результат в алгебраической форме: 
Z1 = 4+ 5i,    Z2 = 6−9i.
	Решение:   1) Z1 + Z2 = (4+ 5i) + (6−9i)= 4+6+5i -9i.= 10 – 4i
	   2) Z1 - Z2 = (4+ 5i) - (6−9i)= 4-6+5i +9i.= -2 + 14i
	 3) Z1 ·Z2 = (4+5i)(6− 9i)= 24 −36i + 30i− 45i2= 24 -6i - 45·(-1) = 69 -6i.
	 4) 
Ответ: Z1 + Z2 =10 – 4i, Z1 - Z2 = -2 + 14i, Z1 ·Z2 =69 -6i, 
Пример 2. Раскрыть скобки, используя формулы сокращенного умножения:
1) (2+ 3i)2 = 22 + 2·2·3i + (3i)2 = 4 +12i + 9·(-1) = -5+12i,
2) (5 + 4i)(5  - 4i)= 52 –42i2= 25 – 16·(-1) = 25 + 16 =4,
3) (3-5i)2 = 32 - 2·3·5i + (-5i)2 = 9 - 30i + 25(-1) = -16- 30i.
[image: pimage1701]Пример 3. Изобразим на комплексной плоскости числа 
Z1 = 2 + i;	 Z2 = 3i;	
Z3 = -3 + 2i;	 Z4 = -1 – i. 
ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ АУДИТОРНОЙ РАБОТЫ
Задание №1. 
Время выполнения – 40 мин.  
	Вариант 1
	Вариант 2
	Вариант 3
	Вариант 4

	1. Изобразите на плоскости заданные комплексные числа:

	Z1 = 4i         
Z2 = 3 + i
Z3= - 4 +3i     
Z4= - 2 -5i
	Z1=5i                  
  Z2= 4 +  i
Z3= -7 + 2i           
Z4= -3 – 6i
	Z1= -2i                
Z2= 3 -  i
Z3= 5 + 2i            
 Z4= -3 – 6i
	Z1= -3i            
  Z2= 5 +  i
Z3= -6 + 8i    
 Z4= 7 – 3i

	2 . Вычислите модуль комплексного числа 

	Z = 3 + 4i                                 
	Z = 8 + 6i                            
	Z = -1 + i                            
	Z = 7 - 4i                            

	3. Произведите сложение и вычитание комплексных чисел:

	Z1 = (3 + 5i) ,  
  Z2 = (7 – 2i)
	Z1 = (3 – 2i),    
 Z2 = (5 + 3i)
	Z1 = (4 + 2i),   
 Z2 = (– 3 + 2i). 
	Z1 = (– 2 + 3i),    
Z2 = (7 – 2i)

	4. Выполните действие над комплексными числами:

	а)  (2 + 3i)(5 – 7i),
б) (3 + 2i)(3 – 2i),
в) (3 + 5i)2,
г) . 
	а) (3 + 2i)(1 + 3i),
б) (7 – 6i)(7 + 6i),
в) (2 – 7i)2,
г) .
	а) (– 2 + 3i)(3 + 5i), 
б) (4 + 3i)(4 – 3i),
в) (4 + 2i)2,
г) .
	а) (6 + 4i)(5 + 2i),
б) (2 – 5i)(2 + 5i),
в) (3 – 2i)2,
г) .

	5. Решите уравнения:
	
	

	x2 – 4x + 13 = 0.         
	 2,5x2 + x + 1 = 0..
	x2 + 3x + 4=0                        
	4x2 – 20x + 26 = 0



ПРОВЕРКА РЕЗУЛЬТАТОВ И ОЦЕНКА ИНДИВИДУАЛЬНОЙ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ ОБУЧАЮЩИХСЯ
Критерии оценки:
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки 

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно




Содержание отчета: отчет по практической работе должен содержать:  рассуждения по решению заданий, необходимые вычисления, ответ.

Контрольные вопросы:
1. Дайте определение комплексного числа.
2. Какие числа называются комплексно – сопряженными?
3. Какие комплексные числа называются равными?
4. Как вычислить модуль комплексного числа?
5. Как производятся действия над комплексными числами в алгебраической форме?


ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №2

Тема:  Вычисление определителей второго и третьего порядка.
Раздел  дисциплины: Элементы линейной алгебры .
Формируемые компетенции:  
	ОК 02.
	Осуществлять поиск, анализ и интерпретацию информации, 
необходимой для выполнения задач профессиональной деятельности;


Требования к умениям: 
Должен  уметь:   вычислять определители первого и второго порядка находить алгебраическое дополнение.

Методические указания и теоретические сведения к практической работе
ОПРЕДЕЛИТЕЛИ
	Пусть дана матрица 
                                                
Число  называется определителем второго порядка, соответствующим данной матрице, и обозначается символами   (det A, ):
==-.
	Определитель  матрицы A размера 2x2 (определитель 2-го порядка) – это число, которое можно найти по правилу: произведение элементов, стоящих на главной диагонали матрицы, минус произведение элементов, стоящих на побочной диагонали. 
Определитель второго порядка содержит две строки и два столбца, числа , , ,  – элементы определителя. Правило вычисления определителя второго порядка можно представить схематически:
			 .

	Количество строк и столбцов в определителе всегда совпадает. Кроме определителей второго порядка существуют определители 3-го, 4-го и т. д. порядков. Определитель 3-го порядка содержит три строки и три столбца:
						.
	Для  вычисления определителя 3-го порядка существует несколько правил.
ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА
ПРАВИЛО ПРЯМОУГОЛЬНИКА
	Для вычисления определителя надо повторить запись первого и второго столбцов. Проведем три левые диагонали, начиная с верхнего левого угла, и три правые диагонали. Три первые слагаемые получаются как результат произведения элементов, стоящих на каждой из левых диагоналей. Следующие три слагаемые получаются при умножении элементов, стоящих на каждой из правых диагоналей. Три последние произведения берутся с противоположным знаком. 
 Пример 1.


.
ПРАВИЛО ТРЕУГОЛЬНИКА

								  
                            (1)                                       (2)



        	Перемножаются элементы, стоящие на левых диагоналях. Одна диагональ, главная, проходит через три элемента, и две диагонали побочные проходят через два элемента, третьим элементом для них является элемент, стоящий в вершине треугольника (схема 1). Аналогично находим произведения элементов, стоящих на правых диагоналях (схема 2). Эти произведения берутся с обратным знаком.
   .
Пример 2.

                                                             .

ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛЯ ПУТЕМ РАЗЛОЖЕНИЯ
ПО ЭЛЕМЕНТАМ СТРОКИ
Прежде чем перейти к следующему правилу вычисления определителя, введем понятие минора и алгебраического дополнения. В определителе 
					=
вычеркнем одну строку и один столбец, останется определитель второго порядка, который принято называть минором. Например, при вычеркивании первой строки и первого столбца получим минор
					.
	При вычеркивании “i”-й строки и “j”-го столбца получим минор . Через  обозначим алгебраическое дополнение элемента . Алгебраическим дополнением элементаопределителя называется его минор, взятый со знакос «плюс», если сумма i+j  - четное число, и со знаком «минус» если эта сумма нечетная т.е.
					.
	По свойствам определителя его можно представить в виде суммы:
				,
что соответствует разложению определителя по элементам первой строки. Аналогично можно разложить по элементам любой строки или столбца.
	Пример 3.
			.
	Вычислим определитель разложением по элементам строки. Для определенности выберем первую строку. 

Тогда , , .
				.
	 – получен вычеркиванием первой строки и первого столбца.
				.
	 – получен вычеркиванием первой строки и второго столбца.
				.
Тогда .
Вывод: Вычисление определителей. Определитель  матрицы A размера 2x2 (определитель 2-го порядка) – это число, которое можно найти по правилу:
                                     
(произведение элементов, стоящих на главной диагонали матрицы, минус произведение элементов, стоящих на побочной диагонали). 
Определитель матрицы A размера 3x3  (определитель 3-го порядка) – число, вычисляемое по правилу «раскрытие определителя по первой строке»:
  
Пример 4. Найти: 
Решение. При нахождении определителя воспользуемся сначала формулой ,а затем (для вычисления определителей 2-го порядка) формулой . 






ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ АУДИТОРНОЙ РАБОТЫ
Время выполнения : 40 мин

Вариант 1.
Задание 1. Запишите миноры М11, М13, М22, М23, М31, М32 и алгебраические дополнения А11, А13, А22, А23, А31, А32 определителя: 

Задание 2. Вычислить определители: 
	
1) ;
	
2) ;
	
3) 

	
4) ;
	
5) ;
	
6) 

	
7) 

	
	


Задание 3. Вычислить определитель, разложив его по элементам первой строки:

Задание 4. Вычислить определитель, разложив его по элементам третьей строки:


Задание 5. Вычислить определитель по правилу треугольника и, разложив его по элементам первого столбца:

Задание 6. Вычислить определитель:

Задание 7. Вычислить определитель:  
Вариант 2.
Задание 1. Запишите миноры М11, М13, М22, М23, М31, М32 и алгебраические дополнения А11, А13, А22, А23, А31, А32 определителя: 

Задание 2. Вычислить определители: 
	1) ;
	2)   ;
	
3) 

	4) ;
	5) ;
	6)  

	7) 

	
	


Задание 3. Вычислить определитель, разложив его по элементам первой строки:

Задание 4. Вычислить определитель, разложив его по элементам третьей строки:

Задание 5. Вычислить определитель по правилу треугольника и, разложив его по элементам первого столбца:

Задание 6. Вычислить определитель:

Задание 7. Вычислить определитель:  









ПРОВЕРКА РЕЗУЛЬТАТОВ И ОЦЕНКА ИНДИВИДУАЛЬНОЙ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ ОБУЧАЮЩИХСЯ
Критерии оценки:
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки 

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно


Содержание отчета: отчет по практической работе должен содержать: основные определения, рассуждения по решению заданий, необходимые вычисления, ответ, вывод.


Контрольные вопросы:
1. Перестановка [image: https://studfile.net/html/2706/790/html_zllsHRE5Np.zSFw/img-ueynQD.png]-ой степени.
2. Инверсия перестановки.
3. Четная перестановка.
4. Нечетная перестановка.
5. Определитель [image: https://studfile.net/html/2706/790/html_zllsHRE5Np.zSFw/img-YGGY9b.png]-го порядка.
6. Свойства определителей.
7. Вычисление определителя второго порядка.
8. Вычисление определителя третьего порядка 








ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №3

Тема:  Матрицы и действия над ними.
Раздел  дисциплины: Элементы линейной алгебры.
Формируемые компетенции:  
	ОК 09.
	Использовать информационные технологии в 
профессиональной деятельности;


Требования к умениям: 
Должен  уметь:   выполнять арифметические действия с матрицами.

Методические указания и теоретические сведения к практической работе
Матрицей называется прямоугольная таблица чисел, состоящая из m строк и n столбцов, которую записывают в следующем виде:
.
Для обозначения матрицы используют заглавные латинские буквы, для обозначения элементов матрицы – строчные латинские буквы с указанием номера строки и столбца, на пересечении которых стоит данный элемент. Запись «матрица B имеет размер mxn» означает, что речь идет о матрице, состоящей из m строк и n столбцов. 
Например, матрица  имеет размер 2x3. Далее, bij - обозначение элемента, стоящего на пересечении i-й строки и j-го столбца данной матрицы (в примере b23=5).
При ссылке на i-ю строку матрицы A используют обозначение Ai, при ссылке на j-й столбец – обозначение Aj.
Матрица, у которой число строк равно числу столбцов, называется квадратной. Квадратную матрицу размера nxn называют матрицей n-го порядка.  Элементы a11 , a22 ,…,  ann  квадратной матрицы A (размера nxn) образуют главную диагональ. 
Квадратная матрица, у которой все элементы, кроме элементов главной диагонали, равны нулю, называется диагональной.
 Диагональная матрица, у которой каждый элемент главной диагонали равен единице, называется единичной. Обозначается буквой Е.

Например,                                        - единичная матрица 4-го порядка. 

Квадратная матрица называется треугольной, если все элементы, расположенные по одну сторону от главной диагонали треугольной. Например, среди квадратных матриц размера 3x3
,   ,   ,   
матрица A является верхней треугольной, B – диагональной, C – нижней треугольной, E – единичной. 
Матрицы A, B называются равными (A=B), если они имеют одинаковый размер, и их элементы, стоящие на одинаковых позициях, совпадают.
Действия над  матрицами.
1. Сложение
   Операция сложения матриц вводится только для матриц одинаковых размеров. 
   Чтобы найти сумму матриц A, B одной размерности, необходимо сложить элементы с одинаковыми индексами (стоящие на одинаковых местах): 








Пример 1.                       +                           =   
2. Умножение на число
Чтобы умножить матрицу A на отличное от нуля действительное число k, необходимо каждый элемент матрицы умножить на это число:
.
Пример 2.  Найти 2A-B, если , .
Решение. Сначала умножаем матрицу A на число 2, затем матрицу B на число -1, и, наконец, находим сумму полученных матриц:

3. Произведение  матриц
Операция умножения двух матриц вводится только для случая, когда число столбцов первой матрицы равно числу строк второй матрицы.
Произведением матрицы Аmxn=(aij) на матрицу Вnxp=(bjk) называется матрица Сmxp=(cik) такая, что элемент i-ой строки и k-ого столбца произведения С равен сумме произведений элементов i-ой строки матрицы  А на соответствующие элементы k-ого столбца матрицы В.
Если матрицы А и В квадратные одного размера, то произведение АВ и ВА всегда существует.
Пример 3.  Найти произведение матриц   и .
Решение.  Размер матрицы  A 3x2, матрицы - В  2х2. Поэтому произведение АВ найти можно, произведение ВА – нет. Действуя по сформулированному выше правилу, получаем: 

Матрица, полученная из данной заменой каждой ее строки столбцом с тем же номером, называется транспонированной к данной. Обозначается AT .
Так, если   , то  .
       Если  , то .
Пример 4. Найти АВ+СТ  , если
             
Решение. Воспользовавшись вычислениями примера 3,  также правилами умножения матрицы на число и сложения матриц, получим: 
АВ+СТ  =.





ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ АУДИТОРНОЙ РАБОТЫ
Задание №1
Время выполнения : 40 мин
Вариант - 1
1. Найти сумму  и разность матриц  А и В, где


2. Найти  СТ, где 

3. Найти матрицы:
 а)  2А; 
б)  8ВТ; 
в) 2А+5В;
г)  -3А-7,5В, где
            
      
4. Найти произведения матриц  АВ  и  ВА, где




5. Найти  А3 , где
6. Найти значение матричного многочлена 2А2+3А+5Е, где

        


7.  Доказать равенство (AB)C=A(BC) для матриц:
1) ,  ,  ;
2) ,  ,  .
Вариант - 2
1. Найти сумму  и разность матриц  А и В, где


2. Найти  СТ, где 

3. Найти матрицы:
 а)  3А; 
б)  7ВТ; 
в) 6А+2В;
г)  -2А-6,5В, где
            
      
4. Найти произведения матриц  АВ  и  ВА, где




5. Найти  А3 , где
6. Найти значение матричного многочлена 2А2+3А+5Е, где

        


7.  Доказать равенство (AB)C=A(BC) для матриц:
1) ,  ,  ;
2) ,  ,  .
Задание № 2.
Время выполнения: 30 мин
3. Выполнить арифметические действия с матрицами:


1) ;			 2) ; 


3) ;		4) ;

5)  ;	 

6); 

7) 
2. Доказать равенство для матриц (АВ)С=А(ВС)

 ,  ,  ;



1. Найти:    1) ;       2) ;       3) .


ПРОВЕРКА РЕЗУЛЬТАТОВ И ОЦЕНКА ИНДИВИДУАЛЬНОЙ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ ОБУЧАЮЩИХСЯ
Критерии оценки:
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки 

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Содержание отчета: отчет по практической работе должен содержать: основные определения, рассуждения по решению заданий, необходимые вычисления, ответ, вывод.


Контрольные вопросы:
1. Дать определение матрицы.
2. Как найти обратную матрицу?
3. Что такое нулевая и единичная матрицы?
4. При каких условиях матрицы считаются равными?
5. Как выполняется операция транспонирования?
6. Когда возможна операция сложения матриц и как вычисляется результат?
7. Как найти произведение матрицы на число?
8. Когда возможна операция умножения матриц? Какова размерность результата умножения? По какому правилу вычисляется элемент матрицы – результата при перемножении матриц?
9. Какие матрицы называются взаимно обратными?





ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №4

Тема: Решение систем линейных уравнений методом Гаусса и Крамера.
Раздел  дисциплины: Элементы линейной алгебры.
Формируемые компетенции:  
	ОК 09 
	Использовать информационные технологии в профессиональной деятельности;


Требования к умениям: 
Должен  уметь:  применять различные методы решения систем линейных уравнений (по формулам Крамера, Метод Гаусса).

Методические указания и теоретические сведения к практической работе
	В общем виде система m линейных уравнений с n переменными записывается так:
[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image008.gif].                        (1)
Числа 
[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image010.gif]  называются коэффициентами при переменных, а [image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image012.gif] - свободными членами.
Совокупность чисел
[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image014.gif]
называется решением системы (1) линейных уравнений, если при подстановке их вместо переменных во все уравнения они обращаются в верные равенства.
Формулы Крамера
Определение. Определитель, составленный из коэффициентов при неизвестных, называется определителем системы и обозначается [image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image016.gif](дельта).
[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image018.gif]
Получаются путём замены коэффициентов при соответствующих неизвестных свободными членами:
[image: http://function-x.ru/chapter3/sys59.gif];
[image: http://function-x.ru/chapter3/sys60.gif].
Найти значения [image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image020.gif] и [image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image022.gif]возможно только при условии, если
[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image024.gif].
Теорема 1 (Крамера)
 Если определитель системы отличен от нуля, то система линейных уравнений имеет одно единственное решение, причём неизвестное равно отношению определителей. В знаменателе – определитель системы, а в числителе – определитель, полученный из определителя системы путём замены коэффициентов при этом неизвестном свободными членами. 
Три случая при решении систем линейных уравнений
Первый случай: система линейных уравнений имеет единственное решение
(система совместна и определённа)
Условия:
* [image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image036.gif] [image: http://function-x.ru/chapter3/sys58.gif].
Второй случай: система линейных уравнений имеет бесчисленное множество решений
(система совместна и неопределённа)
Условия:
* [image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image026_0000.gif],[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image041.gif]
т.е. коэффициенты при неизвестных и свободные члены пропорциональны.
Третий случай: система линейных уравнений решений не имеет
(система несовместна)
Условия:
* [image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image043.gif] [image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image049.gif]
[bookmark: paragraph3]Решение системы линейных уравнений методом Крамера
Пусть дана система
[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image053.gif].
На основании теоремы Крамера
[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image055.gif][image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image057.gif]………….[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image059.gif], где
[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image061.gif]-
определитель системы. Остальные определители получим, заменяя столбец с коэффициентами соответствующей переменной (неизвестного) свободными членами:
[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image063.gif][image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image065.gif][image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image067.gif]

Метод Гаусса состоит в том, что при помощи элементарных преобразований систему линейных уравнений приводят к такому виду, чтобы её матрица из коэффициентов оказалась треугольной. Метод Гаусса.
Две системы линейных
уравненийназываются эквивалентными (или равносильными), если все решения одной являются решениями другой, и наоборот.
Теорема 2. Если обе части некоторого уравнения системы n линейных уравнений с n переменными умножить на произвольное число [image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image051.gif]и отнять от соответствующих частей другого уравнения, то получится новая система, эквивалентная первоначальной, т.е. они или обе несовместны или обе совместны и имеют одни и те же решения.
Следствие. Если конечное число раз от произвольных уравнений системы отнимать любые другие её уравнения, умноженные на постоянные величины, то получится система, эквивалентная первоначальной.
При сложении уравнений происходит исключение этой переменной. Аналогично действует и метод Гаусса.
С помощью первого уравнения исключим переменную [image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image020_0000.gif] из второго и всех последующих уравнений. Для этого ко второму уравнению прибавим первое, умноженное на
[image: http://function-x.ru/chapter3/sys23.gif], к третьему – первое уравнение, умноженное на[image: http://function-x.ru/chapter3/sys24.gif], и т.д.
Это возможно, так как
[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image090.gif]
После выполнения этих преобразований могли появиться уравнения вида
[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image092.gif]
Если среди них есть хотя бы одно уравнение с отличным от нуля свободным членом, то данная система уравнений является несовместной и на этом её решение закончено.
Если же во всех уравнениях имеющих вид
[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image092.gif]
свободные члены равны нулю, то это означает, что система имеет решение, а уравнения этого вида – «лишние» и их исключаем из системы.
В результате получим эквивалентную (равносильную) данной системе новую систему уравнений, в которой все уравнения, начиная со второго не содержат переменнную [image: http://function-x.ru/chapter3/sys27.gif]:
[image: http://function-x.ru/chapter3/sys28.gif],
где
[image: http://function-x.ru/chapter3/sys29.gif] 
новые коэффициенты и свободные члены после выполнения преобразований.
Теперь, сохраняя первое уравнение полученной системы без изменений, с помощью второго уравнения исключаем переменную [image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image022_0000.gif]из всех последующих уравнений. Для этого к третьему уравнению прибавим второе, умноженное на [image: http://function-x.ru/chapter3/sys30.gif],к четвёртому – второе, умноженное на[image: http://function-x.ru/chapter3/sys31.gif]и т.д.
В результате получим эквивалентную (равносильную) данной систему линейных уравнений:
[image: http://function-x.ru/chapter3/sys32.gif]
Продолжим процесс последовательного исключения переменных. Если при этом ни разу не появилось уравнение вида
[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image092.gif]
ни с отличным от нуля, ни с равным нулю свободным членом, то в итоге получим эквивалентную данной системе систему уравнений треугольного вида:
[image: http://function-x.ru/chapter3/sys33.gif]
Решение найдём "с конца". Для этого из последнего уравнения определим [image: http://function-x.ru/chapter3/sys34.gif]. Подставив это значение в предшествующее уравнение, найдём [image: http://function-x.ru/chapter3/sys35.gif] и т.д.
Если же при выполнении преобразований встретилось хотя бы одно уравнение вида
[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image092.gif]
с равным нулю свободным членом, то в итоге получим эквивалентную исходной системе систему линейных уравнений вида
[image: http://function-x.ru/chapter3/sys36.gif]
В ней число уравнений s меньше числа переменных n, а все коэффициенты, у которых оба индексы одинаковы, также отличны от нуля.
Оставляя члены с первыми s переменными на своих местах, перенесём члены с остальными переменными в правые части уравнений и придадим им произвольные значения. Получим систему sуравнений с s переменными треугольного вида, которую также легко решить "с конца" - найдём только по одному значению переменных [image: http://function-x.ru/chapter3/sys37.gif]. Таким образом, каждому произвольному набору значений переменных [image: http://function-x.ru/chapter3/sys38.gif] соответствует одно решение системы. Но существует бесконечное множество способов выбора значений этих переменных, поэтому полученная система уравнений является неопределённой. Следовательно, в этом случае неопределённой является и исходная система.
Итак, с помощью метода Гаусса можно установить, совместна или несовместна любая система n линейных уравнений с n переменными.










САМОСТОЯТЕЛЬНАЯ  РАБОТА ОБУЧАЮЩИХСЯ
Актуализация опорных знаний:
1. Определение определителя второго порядка
2. Определение определителя третьего порядка
Задание №1.  Решите систему линейных уравнений способом подстановки:
[image: http://function-x.ru/chapter3/sys01.gif]
Время выполнения – 5мин.
Задание №2. Решить систему линейных уравнений способом сложения:
[image: http://function-x.ru/chapter3/sys09.gif]
Время выполнения – 5 мин.
Задание №3. 
Время выполнения – 5 мин.
Почленное сложение уравнений системы:
[image: http://function-x.ru/chapter3/sys16.gif]
Задание №4.Время выполнения – 5 мин.
Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера:
[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image028.gif]                         
Задание №5.  Время выполнения – 10 мин.
Решить систему линейных уравнений методом Крамера:
[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image069.gif]
Задание №6. Время выполнения – 10 мин.
Применяя метод Гаусса, решить систему линейных уравнений:







ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ АУДИТОРНОЙ РАБОТЫ

Задание №1. 
Решите системы уравнений методом Гаусса:
Время выполнения –20 мин.
1. 

2. [image: http://matica.org.ua/images/stories/KLPVMK/image396.gif]
3. [image: формула]

ПРОВЕРКА РЕЗУЛЬТАТОВ И ОЦЕНКА ИНДИВИДУАЛЬНОЙ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ ОБУЧАЮЩИХСЯ
Критерии оценки:
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки 

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Содержание отчета: отчет по практической работе должен содержать:  рассуждения по решению заданий, необходимые вычисления, ответ.

Контрольные вопросы:
1. Метод Гаусса.
2. Правило Крамера.
3. Метод обратной матрицы
4. Решение систем линейных уравнений методом Гаусса и Крамера.


ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 5

Тема: Графический метод решения задачи линейного программирования .
Раздел  дисциплины: Элементы линейной алгебры.
Формируемые компетенции:  
	ОК 09.
	Использовать информационные технологии в 
профессиональной деятельности;


Требования к умениям: 
Должен  уметь:  строить задачи линейного программирования графическим методом.

Методические указания и теоретические сведения к практической работе
Итак, задача линейного программирования. Требуется найти неотрицательные значения переменных [image: https://function-x.ru/linprog/gm001.gif] и [image: https://function-x.ru/linprog/gm002.gif], удовлетворяющих системе неравенств
[image: https://function-x.ru/linprog/gm003.gif]
при которых линейная форма [image: https://function-x.ru/linprog/gm004.gif] принимает оптимальное значение.
Из теории и практики решения систем линейных неравенств известно, что множество всех решений данной системы, то есть множество пар чисел [image: https://function-x.ru/linprog/gm001.gif] и [image: https://function-x.ru/linprog/gm002.gif], удовлетворяющих системе, составляет многоугольник этой системы. Допустим, что это пятиугольник ABCDE (рисунок внизу).
[image: https://function-x.ru/image/graphmeth1.jpg]
Линейная форма [image: https://function-x.ru/linprog/gm004.gif] графически означает семейство параллельных между собой прямых. При конкретном числовом значении F линейная форма изобразится в виде некоторой прямой. Каждую из прямых этого семейства принято называть линией уровня. На рисунке построена линия уровня [image: https://function-x.ru/linprog/gm005.gif] (чёрного цвета, проходит через начало координат), соответствующая значению F =0.
Если исходную линию уровня передвигать вправо, то значение F при этом возрастает. Нужное направление движения исходной линии уровня можно установить следующим образом. Коэффициенты при переменных в уравнении прямой служат координатами вектора, перпендикулярного этой прямой. Таким образом, получаем градиент - вектор [image: https://function-x.ru/linprog/gm006.gif] (на рисунке бордового цвета). Значения функции F возрастают при перемещении исходной линии уровня в направлении вектора [image: https://function-x.ru/linprog/gm007.gif].
Среди прямых упомянутого семейства параллельных прямых прямые mn (зелёного цвета) и MN (красного цвета), которые назовём опорными. Опорными обычно называют такие прямые, которые имеют с многоугольником ABCDE хотя бы одну общую точку, и многоугольник ABCDE целиком лежит по одну сторону от этой прямой. Как видно из чертежа, прямая mn является опорной, так как она касается многоугольника в точке A и многоугольник целиком лежит правее (или выше) этой прямой. Прямая MN также является опорной, так как имеет с многоугольником общую точку С и многоугольник целиком лежит левее этой прямой.
Из основных теорем линейного программирования известно, что линейная форма достигает максимального и минимального значений в крайних точках многогранника решений. Это значит, что опорные прямые mn и MN характеризуют экстремальные значения линейной формы (функции цели), то есть в точках А и С линейная форма достигает оптимальных значений. В точке А, находящейся ближе к началу координат, функция цели достигает минимального значения, а в точке С, находящейся дальше от начала координат, - максимального значения.
Схема решения задач линейного программирования графическим методом
1. Построить многоугольник решений системы неравенств.
2. Начертить из семейства прямых, соответствующих линейной форме, линию равных значений функции цели. Для построения линии равных значений придадим F некоторое числовое значение. Во многих задачах удобно принять, что F =1. Тогда получим [image: https://function-x.ru/linprog/gm008.gif]. Запишем это уравнение прямой в отрезках:
[image: https://function-x.ru/linprog/gm009.gif]
Затем, откладывая на оси [image: https://function-x.ru/linprog/gm001.gif] число [image: https://function-x.ru/linprog/gm010.gif], а на оси [image: https://function-x.ru/linprog/gm002.gif] - число [image: https://function-x.ru/linprog/gm011.gif], найдём точки пересечения линии равных значений с осями координат. Прямая, проведённая через эти точки, и есть требуемая прямая.
3. Двигать прямую (или линейку) вдоль градиента - вектора [image: https://function-x.ru/linprog/gm007.gif] параллельно линии равных значений в сторону многоугольника решений до соприкосновения с многоугольником решений. Если первая встреча с многоугольником решений произойдёт в крайней точке с координатами [image: https://function-x.ru/linprog/gm012.gif], то в этой точке функция цели достигает минимального значения. Если первая встреча произойдёт со стороной многоугольника, то данная функция цели достигает минимума во всех точках этой стороны.
4. Двигаясь дальше, придём к некоторому опорному положению, когда прямая будет иметь одну общую точку [image: https://function-x.ru/linprog/gm013.gif] с многоугольником решений. В этой точке функция цели достигает своего максимума.
5. Если первоначально построенная линия равных значений пересекает многоугольник решений, то функция цели достигает минимального значения в вершине многоугольника, расположенной ближе к началу координат, а максимального значения - в вершине, более удалённой от начала координат.
[bookmark: paragraph4]Примеры решения задач графическим методом
Пример 1. Решить графическим методом задачу линейного программирования, в которой требуется найти максимум функции [image: https://function-x.ru/linprog/gm014.gif] при ограничениях
[image: https://function-x.ru/linprog/gm015.gif]
Построим многоугольник решений. Для этого начертим граничные прямые. Из первого неравенства запишем уравнение [image: https://function-x.ru/linprog/gm016.gif]. Это уравнение первой граничной прямой. Найдём точки пересечения этой прямой с осями координат. При [image: https://function-x.ru/linprog/gm017.gif] из уравнения получим [image: https://function-x.ru/linprog/gm018.gif], при [image: https://function-x.ru/linprog/gm019.gif] получим [image: https://function-x.ru/linprog/gm020.gif]. Это значит, что первая прямая отсекает от осей координат отрезки [image: https://function-x.ru/linprog/gm018.gif] и [image: https://function-x.ru/linprog/gm020.gif].
Аналогично строим остальные граничные прямые. Вторая прямая от осей координат отсекает отрезки, равные 6. Третья прямая проходит параллельно оси [image: https://function-x.ru/linprog/gm021.gif], отсекая на оси [image: https://function-x.ru/linprog/gm022.gif] отрезок, равный 2. Четвёртая прямая имеет уравнение [image: https://function-x.ru/linprog/gm017.gif]. Она совпадает с осью [image: https://function-x.ru/linprog/gm022.gif].
Из рисунка ниже видно, что множество точек четырёхугольника ABDE удовлетворяет всем четырём неравенствам системы.
[image: https://function-x.ru/image/graphmeth2.jpg]
Следовательно, четырёхугольник ABDE является многоугольником решений системы (заштрихован вовнутрь).
Начертим линию равных значений функции цели. Приняв в равенстве F =1, получим, что эта линия отсекает отрезки 1 и 1/3 соответственно на оси [image: https://function-x.ru/linprog/gm022.gif] и на оси [image: https://function-x.ru/linprog/gm021.gif]. Проведём прямую через эти точки (на чертеже она чёрного цвета).
Двигая эту прямую параллельно самой себе в направлении градиента - вектора [image: https://function-x.ru/linprog/gm023.gif] (бордового цвета), получим опорные прямые. Первая прямая (зелёного цвета) имеет с многоугольником общую точку A. Здесь функция цели достигает минимума. Двигаясь дальше, придём к точке В. Здесь максимум. Координаты точки В: (2, 4). Подставляя в функцию цели координаты точки В, т. е. [image: https://function-x.ru/linprog/gm024.gif], [image: https://function-x.ru/linprog/gm025.gif], получим максимальное значение функции цели: [image: https://function-x.ru/linprog/gm026.gif].
Пример 2. Решить графическим методом задачу линейного программирования, в которой требуется найти минимум функции [image: https://function-x.ru/linprog/gm027.gif] при ограничениях
[image: https://function-x.ru/linprog/gm028.gif]
Решение. Многогранником решений является открытая область [image: https://function-x.ru/linprog/gm029.gif]
Проведём линию равных значений функции цели при F =1, как в предыдущем примере (она опять чёрного цвета).
[image: https://function-x.ru/image/graphmeth3.jpg]
Из рисунка видно, что прямая ближайшнее от начала координат опорное положение займёт в точке В. Следовательно, в этой точке функция цели имеет минимум. Координаты точки В: (2, 2). Подставляя в функцию цели [image: https://function-x.ru/linprog/gm030.gif] и [image: https://function-x.ru/linprog/gm031.gif], получим минимальное значение функции: [image: https://function-x.ru/linprog/gm032.gif].
ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ АУДИТОРНОЙ РАБОТЫ

Задание №1 (вариант – 1(четные), вариант -2(нечетные)
Время выполнения : 40 мин. 
Пример 1. Решить графическим методом задачу линейного программирования, в которой требуется найти максимум функции [image: https://function-x.ru/linprog/gm045.gif] при ограничениях
[image: https://function-x.ru/linprog/gm046.gif]
где [image: https://function-x.ru/linprog/gm047.gif].
Пример 2. Решить графическим методом задачу линейного программирования, в которой требуется найти минимум функции [image: https://function-x.ru/linprog/gm049.gif] при ограничениях
[image: https://function-x.ru/linprog/gm050.gif]
где [image: https://function-x.ru/linprog/gm047.gif].
Пример 3. Решить графическим методом задачу линейного программирования, в которой требуется найти максимум функции [image: https://function-x.ru/linprog/gm033.gif] при ограничениях
[image: https://function-x.ru/linprog/gm034.gif]
Пример 4. Решить графическим методом задачу линейного программирования, в которой требуется найти максимум функции [image: https://function-x.ru/linprog/gm036.gif] при ограничениях
[image: https://function-x.ru/linprog/gm037.gif]
Пример 5. Решить графическим методом задачу линейного программирования, в которой требуется найти максимум функции [image: https://function-x.ru/linprog/gm036.gif] при ограничениях
[image: https://function-x.ru/linprog/gm038.gif]
Пример 6. Решить графическим методом задачу линейного программирования, в которой требуется найти максимум функции [image: https://function-x.ru/linprog/gm036.gif] при ограничениях
[image: https://function-x.ru/linprog/gm042.gif]







ПРОВЕРКА РЕЗУЛЬТАТОВ И ОЦЕНКА ИНДИВИДУАЛЬНОЙ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ ОБУЧАЮЩИХСЯ
Критерии оценки:
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки 

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Содержание отчета: отчет по практической работе должен содержать: основные определения, рассуждения по решению заданий, необходимые вычисления, ответ, вывод.


Контрольные вопросы:
1. Математические модели. 
2. Общая задача линейного программирования. 
3. Матричная форма 
4. Графический метод решения задачи линейного программирования .











ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 6

Тема: Предел функции .Раскрытие неопределённости. Замечательные пределы. Непрерывность функции
Раздел  дисциплины: Введение в анализ.
Формируемые компетенции:  
	ОК04.
	Работать в коллективе и команде, эффективно взаимодействовать с коллегами, руководством, клиентами;


Требования к умениям: 
Должен  уметь:  вычислять несложные пределы элементарных функций, два замечательных предела; устанавливать непрерывность функции; определять непрерывность функции (в точке, на промежутке);

ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ АУДИТОРНОЙ РАБОТЫ

Задание №1. Вычислите пределы 
Время выполнения –40 мин.  

	1.
	(x)


	2.
	
(-x)


	3.
	

	4.
	[image: ]


	5.
	
 (x)
	6.
	 ()


	7.
	

	8.
	
(x+2x-24)

	9.
	

	10.
	


	11.
	
	12.
	



ПРОВЕРКА РЕЗУЛЬТАТОВ И ОЦЕНКА ИНДИВИДУАЛЬНОЙ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ ОБУЧАЮЩИХСЯ
Критерии оценки:
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки 

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Содержание отчета: отчет по практической работе должен содержать: основные определения, рассуждения по решению заданий, необходимые вычисления, ответ, вывод.


Контрольные вопросы:
1. Бесконечно малые и бесконечно большие функции.
2. Понятие предела функции в точке.
3. Теоремы о существовании предела функции.
4. Основные теоремы о пределах.
5. Понятие непрерывности функции в точке и на промежутке.
6. Приращение аргумента и приращение функции, типы разрывов.
7. Свойства непрерывных функций.
8. Предел функции на бесконечности. Вычисление пределов функций.
9. Два замечательных предела. 






ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 7

Тема: Экстремум функции нескольких переменных.
Раздел  дисциплины: Дифференциальное исчисления .
Формируемые компетенции:  
	ОК04.
	Работать в коллективе и команде, эффективно взаимодействовать с коллегами, руководством, клиентами;


Требования к умениям: 
Должен  уметь:    исследовать функцию нескольких переменных на максимум и минимум с использованием производных высших порядков;
вывести алгоритм нахождения наименьшего и наибольшего значений функции;  решать задачи на отыскание наибольших  и наименьших значений функции
Методические указания и теоретические сведения к практической работе
Функция z = f(x;y) имеет максимум (минимум) в точке М0(х0;у0) если существует окрестность этой точки, такая, что для всех точек М(х;у), принадлежащих этой окрестности и области определения функции, значение функции в точке М0(х0;у0) больше (меньше), чем ее значение в любой другой точке М(х;у) из этой окрестности, т.е. выполняется условие  
F(x0;y0) f(x;y)  (соответственноF(x0;y0) f(x;y)  )
Максимум или минимум функции называется ее экстремумом. Точка М0(х0;у0), в которой функция имеет экстремум, называется точкой экстремума.
Необходимые условия существования экстремума.
    Если точкаМ0(х0;у0)  является точкой экстремума функции z = f(x;y), то в этой точке частные производные первого порядка равны нулю. Т.е.

  Точки, в которых частные производные равны нулю, называются критическими (стационарными) точками. Не всякая критическая (стационарная) точка является точкой экстремума.
Достаточные условия существования экстремума.
  Пусть функция z = f(x;y) дважды непрерывно дифференцируема в окрестности критической  точки М0(х0;у0).    Введем обозначения:
A=  ;  B =     ;  C = 
И составим дискриминант(определитель) .
Тогда точка  М0(х0;у0):
1) Является точкой минимума, если в этой точке А,
2) Является точкой максимума, если в этой точке А,
3) Не является точкой экстремума, если в этой точке .

Пример 1. Исследовать на экстремум функцию    z = х2 + ху +у2 – 3х – 6у
Решение:   находим частные производные первого порядка:
;         .
воспользовавшись необходимым условием существования экстремума:


Решив эту систему, получим х = 0, у = 3, т.е. критическая точка М(0;3).
Найдем частные производные второго порядка в точке М:
и составим дискриминант:

Величина этого минимума    zmin= - 9.
Пример 2. Исследовать на экстремум функцию  z = 3xy – x3 – y3
Решение:  находим частные производные первого порядка:
;         
воспользовавшись необходимым условием существования экстремума:
   откуда


х(1 – х3) = 0
действительные корни х1 =0, х2 =1.
Определяем значения  у1 и у2. после чего находим две пары критических значений: (0;0) и (1;1).
  Найдем частные производные второго порядка:
и составим дискриминант:.
знак дискриминанта в найденных критических точках.


В точке (1;1):
    -   экстремум есть, так как выполняется достаточное условие существования экстремума.
Определяем вид экстремума: А = - 6 .
  Следовательно, в точке (1;1) заданная точка имеет максимум. 
 Величина этого максимума zmax =3 – 1 -1 = 1.

ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ АУДИТОРНОЙ РАБОТЫ

Задание №1. Исследовать на экстремум следующие функции:
Время выполнения – 40 мин.  

1. Z= (х -1)2 + 2у2
2. Z = 2x3 – x2 +xy2 -4x + 3
3. Z = 2x3 +2y3 -36xy +430
4. Z = x3 – 3axy + y

ПРОВЕРКА РЕЗУЛЬТАТОВ И ОЦЕНКА ИНДИВИДУАЛЬНОЙ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ ОБУЧАЮЩИХСЯ
Критерии оценки:
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки 

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Содержание отчета: отчет по практической работе должен содержать: основные определения, рассуждения по решению заданий, необходимые вычисления, ответ, вывод.

Контрольные вопросы:
1. Приращение функции. 
2. Производная функция. 
3. Правила дифференцирования. 
4. Производная сложной функции.
5. Дифференциал первого, второго и высших порядков.
6. Экстремумы функции.
ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 8

Тема: Нахождение неопределенного интеграла с помощью таблиц используя его свойства. Интегрирование  заменой переменной и по частям.
Раздел  дисциплины: Интегральное исчисление и дифференциальное уравнение.
Формируемые компетенции:  
	ОК 09.
	Использовать информационные технологии в 
профессиональной деятельности;


Требования к умениям: 
Должен  уметь:   находить  неопределенные интегралы с помощью таблиц используя его свойства.

САМОСТОЯТЕЛЬНАЯ  РАБОТА ОБУЧАЮЩИХСЯ
Актуализация опорных знаний:
1. Что называется неопределенным интегралом?
2. Как называются все элементы равенства =F(x)+С?
3. В чем заключается правило интегрирования выражения, содержащего постоянный множитель?
4. В чем заключается правило интегрирования алгебраической суммы функций?
5. Чему равен интеграл от дифференциала некоторой функции?
6. Напишите основные формулы интегрирования.
7. Как проверить результаты интегрирования?
8. В чем состоит геометрический смысл неопределенного интеграла?

Задание№ 1.  Найти интегралы 
Время выполнения – 30 мин.  
1)   ; 2)  ;  3) ;
7) ;  8) ;  9) ;  10) ;
ПРОВЕРКА РЕЗУЛЬТАТОВ И ОЦЕНКА
 проверка ответов у доски  с комментированием формул




ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ АУДИТОРНОЙ РАБОТЫ

Задание №1. Найти производную функции (2 варианта)
Время выполнения – 40мин.  

	1) 
	
	2) 
	

	3) 
	
	4) 
	

	5) 
	
	6) 
	19)

	7) 
	
	8) 
	

	9) 
	
	10) 
	

	11) 
	

	12) 
	

	13) 
	

	14) 
	

	15) 
	
	16) 
	


	17) 
	
	18) 
	

	19) 
	
	20) 
	

	21) 
	
	22) 
	



ПРОВЕРКА РЕЗУЛЬТАТОВ И ОЦЕНКА ИНДИВИДУАЛЬНОЙ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ ОБУЧАЮЩИХСЯ
Проверка результатов решения по выбору обучающегося. 
Критерии оценки:
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки 

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Контрольные вопросы:
1. Неопределенный интеграл. Его свойства.
2. Основные правила нахождение неопределенного интеграла.


































ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 9

Тема: Интегрирование простейших, рациональных дробей.
Раздел  дисциплины: Интегральное исчисление и дифференциальное уравнение.
Формируемые компетенции:  
	
	ОК02. Осуществлять поиск, анализ и интерпретацию информации, необходимой для выполнения задач профессиональной деятельности;


Требования к умениям: 
Должен  уметь:   находить  неопределенные интегралы с помощью разложения на простейшие дроби.
Методические указания и теоретические сведения к практической работе
Интегрирование рациональных дробей выполняется с помощью разложения на простейшие дроби.
 Перед интегрированием рациональной дроби Р (x)/Q (х) надо сделать следующие алгебраические преобразования и вычисления:
1) если дана неправильная рациональная дробь, то выделить из нее целую часть, т. е. представить в виде
, где М (х)—многочлен, a P(x)/Q(x)—правильная рациональная дробь;
2) разложить знаменатель дроби на линейные и квадратичные множители:
, где - q < 0, т. е. трехчлен x+px+q имеет комплексные сопряженные корни;
3) правильную рациональную дробь разложить на простейшие дроби;

4) вычислить неопределенные коэффициенты  для чего привести последнее равенство к общему знаменателю, приравнять коэффициенты при одинаковых степенях х в левой и правой частях полученного тождества и решить систему линейных уравнений относительно искомых коэффициентов. Можно определить коэффициенты и другим способом, придавая в полученном тождестве переменной х произвольные числовые значения. Часто бывает полезно комбинировать оба способа вычисления коэффициентов.
В результате интегрирование рациональной дроби сведется к нахождению интегралов от многочлена и от простейших рациональных дробей.

Интегрирование простейших рациональных дробей.
[image: http://www.math24.ru/images/4int6.gif]
[image: http://www.math24.ru/images/4int7.gif]

Найти интеграл 
Решение: Так как каждый из двучленов х-1, х-2, х-4 входит в знаменатель в первой степени, то данная правильная рациональная дробь может быть представлена в виде суммы простейших дробей I типа:

Освобождаясь от знаменателей, получим
.                                
Следовательно,

Сгруппируем члены с одинаковыми степенями:
.
Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, получаем систему уравнений
 из которой найдем А=3, В=-7, С=5.
Итак, разложение рациональной дроби на простейшие имеет вид

Таким образом,
=

Найти интеграл  . 
Решение: Разложим знаменатель на множители и представим дробь в виде суммы простейших дробей:
Полученная дробь должна совпадать с исходной при любых х, следовательно, коэффициенты при одинаковых степенях х в числителях обеих дробей должны быть равными. 
Отсюда , то есть А = 1, В = -1. 
Следовательно, исходную дробь, знаменатель которой имеет только действительные корни (причем простые, то есть кратности 1) можно представить в виде: .
Тогда, 
ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ АУДИТОРНОЙ РАБОТЫ

Задание №1. Вычислить неопределенные интегралы: (3 варианта)
Время выполнения – 40мин.  

	Вариант 1
	Вариант 2
	Вариант 3

	1)  
	9)		В-	  		В-		
	17)

	  2) 
	10)
	18)

	 3)  	 
	11)
	19)

	4) 
	12)
	20)

	5)	В-6    
	13)
	21)

	6)
	14)
	22)

	7)
	15)
	23)

	8) 
	16)
	24)



ПРОВЕРКА РЕЗУЛЬТАТОВ И ОЦЕНКА ИНДИВИДУАЛЬНОЙ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ ОБУЧАЮЩИХСЯ
Проверка результатов решения по выбору обучающегося. 
Критерии оценки:
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки 

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Контрольные вопросы:
3. Неопределенный интеграл. Его свойства.
4. Основные правила нахождение неопределенного интеграла.





















ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 10

Тема: Правила замены переменной и интегрирование по частям.
Раздел  дисциплины: Интегральное исчисление и дифференциальное уравнение.
Формируемые компетенции:  
	ОК 09.
	Использовать информационные технологии в 
профессиональной деятельности;


Требования к умениям: 
Должен  уметь:   вычислять  определенные интегралы, находить площадь фигуры ограниченной линиями . 


ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ АУДИТОРНОЙ РАБОТЫ

Задание №1. 
Время выполнения – 20 мин.  
Вычислите.
	Вариант 1
	Вариант 2

	

	а) 
	а) 

	б) 
	б) 

	в)
	в)

	г)
	г)



Задание №2. Вычисление объема тела, образованного вращением плоской фигуры вокруг оси [image: Описание: http://www.mathprofi.ru/h/obyem_tela_vrashenija_clip_image002_0000.gif].
Время выполнения – 10мин.

Вычислить объем тела, полученного при вращении вокруг оси абсцисс фигуры, ограниченной линиями [image: Описание: http://www.mathprofi.ru/h/obyem_tela_vrashenija_clip_image037.gif], [image: Описание: http://www.mathprofi.ru/h/obyem_tela_vrashenija_clip_image039.gif], [image: Описание: http://www.mathprofi.ru/h/obyem_tela_vrashenija_clip_image041.gif] и [image: Описание: http://www.mathprofi.ru/h/obyem_tela_vrashenija_clip_image043.gif]

[image: Описание: Объем тела вращения как разность объемов тел вращений]

Задание №3. Вычисление объема тела, образованного вращением плоской фигуры вокруг оси [image: Описание: http://www.mathprofi.ru/h/obyem_tela_vrashenija_clip_image002_0000.gif].
Время выполнения – 10 мин.
1. , y=0, x=1 и x=2;
2. , y=0, x=1 и x=3;

Задание №4. 
Время выполнения – 30 мин.  
Расчетная работа. Вычисление площадей криволинейных трапеций.
Формулировка проблемы
        Сечение траншеи имеет форму, близкую к криволинейной трапеции, описываемой функцией у (х). Ширина траншеи на ее поверхности  м, наибольшая глубина h м. Найдите площадь «живого сечения» траншеи, если она полностью заполнена водой.
Инвариантность задается изменением размеров сечения.

	№ варианта
	      функция
	    d
	     d

	  1
	     ; у = 0
	    -1         
	    2

	  2
	; у = 0
	
	

	  3
	 y =  , y = 0
	     1      
	    е

	  4
	                                                                     [image: ]; 
	        
     0
	   

	  5
	 ; у=0
	
	

	  6
	; у  = 0
	
	

	  7
	; у = 3
	
	

	  8
	; у = 0
	
	

	  9
	; у = 0
	     1
	  5

	 10
	; 
	     16
	  25



ПРОВЕРКА РЕЗУЛЬТАТОВ И ОЦЕНКА ИНДИВИДУАЛЬНОЙ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ ОБУЧАЮЩИХСЯ
Критерии оценки:
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки 

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Содержание отчета: отчет по практической работе должен содержать: основные определения, рассуждения по решению заданий, необходимые вычисления, ответ, вывод.

Контрольные вопросы:
1. Понятие определенного интеграла.
2. Основные свойства определенного интеграла.
3. Определение криволинейной трапеции.
4. Формула Ньютона – Лейбница.
5.  Правила замены переменной и интегрирование по частям .


















ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 11

Тема: Интегрирование неограниченных функций. Интегрирование по бесконечному промежутку. Приложения интегрального исчисления 
Раздел  дисциплины: Интегральное исчисление и дифференциальное уравнение.
Формируемые компетенции:  
	
	ОК 01. Выбирать способы решения задач профессиональной деятельности применительно к различным контекстам


Требования к умениям: 
Должен  уметь:   решать прикладные задачи с использованием элементов дифференциального и интегрального исчисления.

Методические указания и теоретические сведения к практической работе
Приближённые методы вычисления определённых интегралов
На практике многие задачи сводятся к вычислению определённых интегралов, точное выражение которых сложно и требует длительных вычислений.  В этих случаях применяют приближённые методы вычисления определённых интегралов.
Простейшим  приближенным методом является метод прямоугольников. Для вычисления интеграла  от непрерывной функции y=f(x),  применяют формулы прямоугольников:
(y₀+y₁+….+),
(y₁+y₂+….+),
Где n-го число ординат (количество отрезков, на которые разделён интеграл [a;b]).
Более точное значение интеграла дают формула трапеций
(y₁+y₂+….+),
Формула Симпсона 
(y₀+) (y₂+y₄+….+)+4(y₁+y₃+….+)), где n-го чётное.
Применение определённого интеграла к решению физических задач
Определённый интеграл применяется при решении задач на вычисление: работы переменной силы; работы, затраченной на растяжке или сжатие пружины; пути,  пройденного телом за промежуток времени; давления жидкости на вертикальную поверхность.
Путь, пройденный телом  при равномерном движении со скоростью v=f(t)  за промежуток времени [t₁;t₂], вычисляется по формуле
S=.
Согласно закону Гука сила F(x),  растягивающая (сжимающая) пружину на x m, пропорциональна этому растяжению (сжатию), т.е. F(x)=kx, где 
k- коэффициент пропорциональности. Работа A, совершаемая переменной силой F(x) на отрезке [a;b], вычисляется по формуле
 
A=
Сила давления p жидкости на вертикальную пластинку, погружённую в жидкость, вычисляется по формуле
p=pg
где g=9,81 м/с²- ускорение свободного падения;
p- плотность жидкости кг/м³;
a,b – изменение глубины погружения пластинки, м.
Пример: Вычислить площадь фигуры, ограниченной указанными линиями:
x+2у-4=0, у=0, х=-3 и х=2.
Решение:
Выполним построение фигуры. Строим прямую х+2у-4=0 по двум точкам А(4;0) и В(0;2). 
                                   [image: ]
Выразив у через х, получим   у=- 0,5х+2.
По формуле (1), где ƒ(х)= - 0,5х+2, а=-3, b=2, находим
                  S==11,25 (кв.ед.)
В качестве проверки вычислим площадь трапеции М₁ МNN₁ обычным путем. Находим: M₁ M=ƒ(-3)= - 0,5(-3)+2=3,5, N₁ N=ƒ(2)= - 0,5∙2+2=1, М₁ N₁=5. Следовательно, S=0,5(3,5+1)∙5=11,25 (кв.ед.).
Пример: Вычислить площадь фигуры, ограниченной указанными линиями:
  у= и у=2х.
Решение:  Данная фигура ограничена параболой у = и прямой у = 2х.
                               [image: ]

Для определения точек пересечения заданных линий решим систему уравнений
                                             
откуда находим -2х=0 Используя для нахождения искомой площади формулу (5), получим
                       S= = (кв.ед.).
Пример:  Скорость движения точки изменяется по закону υ=(3t²+2t+1) . Найти путь, пройденный точкой за 10 с от начала движения.
Решение:
Согласно условию, ƒ(t)= 3t²+2t+1, t₁=0, t₂=10. По формуле (6) находим
                        S=3t²+2t+1)dt==10³+10²+10=1110 (м).
Пример:  Тело брошено с поверхности земли вертикально вверх со скоростью
 υ =(39,2-9,8t) . Найти наибольшую высоту подъема тела.
Решение:
Тело достигнет наибольшей высоты подъема в такой момент времени t, когда υ=0, т. е.   39,2-9,8t=0, откуда   t=4 с. По формуле (6) находим
S=39,2-9,8t)dt==78,4 (м).

Пример:  Сжатие х винтовой пружины пропорционально приложенной силе F. Вычислить работу силы  F при сжатии пружины на 0,04 м, если для сжатия ее на 0,01 м нужна сила 10 Н.
Решение:
Так как х=0,01 м  при F=10 Н,  то, подставляя эти значения в равенство (8), получим 10=k∙0,01, откуда k=1000 . Подставив теперь в это же равенство значение k, находим  F=1000 х, т. е. ƒ(х)=1000 х. Искомую работу найдем по формуле (7), полагая a=0, b=0,04:
                              A==0,8 (Дж).
Пример:  Цилиндрическая цистерна с радиусом основания 0,5 м и высотой 2 м заполнена водой. Вычислить работу, которую необходимо произвести, чтобы выкачать воду из цистерны.
Решение:   Выделим на глубине  х  горизонтальный слой высотой  dx. Работа  А, которую надо произвести, чтобы поднять слой воды весом P на высоту х, равна Px.                            [image: ]
Изменение глубины х на малую величину dx вызовет изменение объема V на величину dV= и изменение веса P на величину dP=9807; при этом совершаемая работа А изменится на величину dA=9807.
Проинтегрировав это равенство при изменении х от 0 до Н, получим
                A==4903 (Дж).

Пример:  Треугольная пластинка с основание 0,2 м и высотой 0,4 м погружена вертикально в воду так, что вершина лежит на поверхности воды, а основание параллельно ей. Вычислить силу давления воды на пластинку.
Решение:
Выделим на глубине х горизонтальную полоску шириной dx. 
                                                 [image: ]

Изменение глубины х на малую величину dx вызовет изменение силы давления Р на малую величину dP. Площадь полоски DEC имеем у:0,2=х:0,4, откуда у=0,5х. 
Следовательно, 
                         dP=9,807
Интегрируя dP при изменении х от 0 до 0,4 , получим
             P=4903,5=4903,5 =1634,5∙0,4³


ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ АУДИТОРНОЙ РАБОТЫ

Задание №1. 
Время выполнения – 40 мин.  

Вариант - 1
1. [image: ];                                                      2.  [image: ];  
3.  [image: ];                                        4.  [image: ];  

5.   [image: ];                                               6.  [image: ];
7.   [image: ];                                            8.   [image: ];

9. Материальная точка движется по прямой со скоростью, определяемой формулой  v = v(t) (время измеряется в секундах, а скорость в сантиметрах в секунду). Какой путь пройдет точка за 3 секунды, считая от начала движения (t = 0) и    V(t)= 3t2 − 4t + 1  ?
10.Дан прямолинейный неоднородный стержень, плотность в точке x определяется по формуле [image: ] = [image: ]. Найдите массу стержня длиной L, если: [image: ] = x2 − х + 1, L = 6.
11.Вычислите площади фигур, ограниченных линиями:

а)   х – у + 2 = 0,   у =0,    х = −1,   х = 2;
б)   у = −х2 + х + 6,      у =0;
в)   у = х2 ,           у =− 3х.



Вариант -2


1.   [image: ];                                                                 2.   [image: ];  

3.    [image: ];                                                         4.   [image: ]
5.    [image: ];                                                       6.    [image: ]; 

 7.   [image: ];                                                       8.   [image: ];

9. Материальная точка движется по прямой со скоростью, определяемой формулой  v = v(t) (время измеряется в секундах, а скорость в сантиметрах в секунду). Какой путь пройдет точка за 3 секунды, считая от начала движения (t = 0) и    V(t)= 5t2 − 6t + 2  ?
10. Дан прямолинейный неоднородный стержень, плотность в точке x определяется по формуле [image: ] = [image: ]. Найдите массу стержня длиной L, если: [image: ] = 2x2 − х + 3, L = 4.
11. Вычислите площади фигур, ограниченных линиями:

а)   2х – 3у + 6 = 0,   у =0,    х = 3;
б)   у = −х2 + 2х + 3,      у =0;
в)   у = х2 ,           у = 2х+ 8.



ПРОВЕРКА РЕЗУЛЬТАТОВ И ОЦЕНКА ИНДИВИДУАЛЬНОЙ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ ОБУЧАЮЩИХСЯ
Критерии оценки:
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки 

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Содержание отчета: отчет по практической работе должен содержать: основные определения, рассуждения по решению заданий, необходимые вычисления, ответ, вывод.

Контрольные вопросы:
1. По какой формуле находится объём тела вращения?
2. Формулы приближенного вычисления определённого интеграла.
3. При решении физических задач какого типа применяются  определённый интеграл

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 12

Тема: Решение дифференциальных уравнений первого порядка, с разделяющими переменными, однородных дифференциальных уравнений.
Раздел  дисциплины: Интегральное исчисление и дифференциальное уравнение.
Формируемые компетенции:  
	ОК 03.
	Планировать и реализовывать собственное профессиональное и 
личностное развитие;


Требования к умениям: 
Должен  уметь:   решать дифференциальные уравнения I порядка с разделяющими переменными , находить общее и частное решение.

Методические указания и теоретические сведения к практической работе
1. Дифференциальное уравнение первого порядка, содержит: 
1) независимую переменную [image: hello_html_m61f18daf.png];
2) зависимую переменную [image: hello_html_m276a057e.png] (функцию);
3) первую производную функции: [image: hello_html_71e270ca.png].
Решить дифференциальное уравнение – это значит, найти множество функций [image: hello_html_m639a59d0.png], которые удовлетворяют данному уравнению. Такое множество функций называется общим решением дифференциального уравнения.
Пример 1
Решить дифференциальное уравнение [image: hello_html_22e88b7e.png]
 [image: hello_html_m4a46a929.png]. 
[image: hello_html_mbc0a423.png]
В рассматриваемом примере переменные легко разделяются перекидыванием множителей по правилу пропорции:
[image: hello_html_m23ced6c4.png]
Переменные разделены. В левой части – только «игреки», в правой части – только «иксы».
Следующий этап – интегрирование дифференциального уравнения. Интегрируем обе части:
[image: hello_html_3ca75c56.png]

[image: hello_html_513617b.png]

Решение дифференциального уравнения в неявном виде называется общим интегралом дифференциального уравнения. То есть, [image: hello_html_513617b.png] – это общий интеграл.
Вместо записи [image: hello_html_513617b.png] обычно пишут [image: hello_html_39653ecf.png].
В данном случае:
[image: hello_html_m24703e61.png]
[image: hello_html_1b152f46.png]
Функция представлена в явном виде. Это и есть общее решение.
Множество функций [image: hello_html_6b9a26dd.png] является общим решением дифференциального уравнения [image: hello_html_22e88b7e.png].
Придавая константе [image: hello_html_40ce398e.png] различные значения, можно получить бесконечно много частных решений дифференциального уравнения. 
Пример 2
Найти частное решение дифференциального уравнения [image: hello_html_m751295db.png], удовлетворяющее начальному условию [image: hello_html_2cce728e.png]
По условию требуется найти частное решение ДУ, удовлетворяющее начальному условию. Такая постановка вопроса также называется задачей Коши.
Сначала находим общее решение. 
[image: hello_html_1d67bc3.png]
[image: hello_html_m4de7758a.png]
Интегрируем уравнение:
[image: hello_html_50a7932e.png]
[image: hello_html_27a7c625.png]
[image: hello_html_5c3964b3.png]
[image: hello_html_2a8314df.png]
Итак, общее решение: [image: hello_html_mbdb3237.png]. На завершающем этапе нужно найти частное решение, удовлетворяющее заданному начальному условию [image: hello_html_2cce728e.png].
Необходимо подобрать такое значение константы [image: hello_html_40ce398e.png], чтобы выполнялось заданное начальное условие [image: hello_html_2cce728e.png].
В общее решение вместо «икса» подставляем ноль, а вместо «игрека» двойку:

[image: hello_html_mb89e930.png]
В общее решение [image: hello_html_5b9744ef.png] подставляем найденное значение константы [image: hello_html_m3d717cac.png]:
[image: hello_html_f57a9cd.png] – это и есть нужное нам частное решение.
Пример 3
Решить дифференциальное уравнение [image: hello_html_50c14147.png]
Решение: Переписываем производную в нужном нам виде:
[image: hello_html_m383dca63.png]
Переносим второе слагаемое в правую часть со сменой знака:
[image: hello_html_f5794af.png]
[image: hello_html_m76ba0d22.png]
Переменные разделены, интегрируем обе части:
[image: hello_html_m6823c957.png]
[image: hello_html_22e81db7.png]
[image: hello_html_397171e5.png]
[image: hello_html_m6cfbffda.png]
Решение распишу очень подробно:
[image: hello_html_m1d87c32d.png]
[image: hello_html_770c229.png]
[image: hello_html_7e61452c.png]
[image: hello_html_522bfbfc.png]
Ответ: общий интеграл: [image: hello_html_33478784.png]










ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ АУДИТОРНОЙ РАБОТЫ


Задание №1. 
Время выполнения – 40 мин.  
Вариант 1
1. Найти общее решение дифференциального уравнения к разделяющимися переменными.
[image: hello_html_m53748122.gif]
2. Найти частное решение дифференциального уравнения с разделяющимися переменными.
[image: hello_html_m2ff8b500.gif]
[image: hello_html_d647585.gif]
3.Найти решение однородного дифференциального уравнения первого порядка.
[image: hello_html_28e375bf.gif]
Вариант 2
1. Найти общее решение дифференциального уравнения c разделяющимися переменными.
[image: hello_html_593d20fb.gif]
2. Найти частное решение дифференциального уравнения с разделяющимися переменными.
[image: hello_html_m40b02d45.gif]
3.Найти решение однородного дифференциального уравнения первого порядка.
Вариант 3
1. Найти общее решение дифференциального уравнения c разделяющимися переменными.
[image: hello_html_45cbe03f.gif]
2. Найти частное решение дифференциального уравнения с разделяющимися переменными.
[image: hello_html_3fe0209.gif]
3.Найти решение однородного дифференциального уравнения первого порядка.
[image: hello_html_33fa3e64.gif]





ПРОВЕРКА РЕЗУЛЬТАТОВ И ОЦЕНКА ИНДИВИДУАЛЬНОЙ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ ОБУЧАЮЩИХСЯ
Критерии оценки:
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки 

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Содержание отчета: отчет по практической работе должен содержать: основные определения, рассуждения по решению заданий, необходимые вычисления, ответ, вывод.

Контрольные вопросы:
1. Задачи, приводящие к дифференциальным уравнениям. Основные понятия и определения.
2. Решение дифференциальных уравнений первого порядка, с разделяющими переменными.
3.  Однородные дифференциальные уравнения.
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