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ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА
Сборник практических занятий составлен в соответствии с рабочей программой дисциплины Математические методы решения прикладных профессиональных задач для специальности 21.02.19 Землеустройство. Практические занятия занимают важное место при изучении дисциплины Математические методы решения прикладных профессиональных задач. Методические указания  по выполнению практических работ по  учебной дисциплине способствуют формированию  у студентов  системы знаний, практических умений, элементов профессиональных и общих компетенций. 
 Цель выполнения работ – формирование навыков решения математических задач при помощи различных методов, позволяющих применять полученные знания в профессиональной деятельности.
В результате изучения дисциплины студент должен:
знать:
- значение математики в профессиональной деятельности и при освоении ППССЗ;
- основные математические методы решения прикладных задач в области профессиональной деятельности;
- основные понятия и методы математического анализа, линейной алгебры, теории комплексных чисел, теории вероятностей и математической статистики;
- основы интегрального и дифференциального исчисления.
уметь:
-решать прикладные задачи в области профессиональной деятельности;

Сборник состоит из пояснительной записки, описания практических занятий, которые снабжены общими теоретическими сведениями, примерами решения типовых заданий, контрольными вопросами и заданиями для самостоятельной работы.
Сборник практических занятий окажет помощь преподавателям в организации занятий, а также может пригодиться студентам при повторении изученного материала и подготовке к экзамену.

	Практическая работа № 1.
Тема: «Действия над матрицами.»

Цель: сформировать умение выполнять арифметические действия с матрицами.
При выполнении работы студент должен знать:
· понятие матрицы,
· основные действия над матрицами
После окончания занятия необходимо уметь:  выполнять сложение, вычитание, умножение матриц, транспонирование матриц
Формируемые компетенции:
ОК 01 Выбирать способы решения задач профессиональной деятельности применительно к различным контекстам
ОК.05 Осуществлять устную и письменную коммуникацию на государственном языке Российской Федерации с учетом особенностей социального и культурного контекста
Порядок выполнения работы:
 1.Повторитьтеоретический материал по теме .
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Основные теоретические положения и примеры решения типовых заданий.

Определение. Матрицей размером nm называется прямоугольная таблица, составленная из n m чисел и имеющая n строк и m столбцов. Числа ij, составляющие матрицу, называются элементами   матрицы 
А=(ij)= [image: ]
Определение.  Матрицу Аt называют транспонированной по отношению к матрице А, если она получена из матрицы А заменой строк этой матрицы её столбцами, и, наоборот, столбцов строками.

.


Пример, , .	
Определение. Квадратная матрица называется треугольной, если все ее элементы, размещенные над главной диагональю (под ней), равны нулю, т.е. 

 - верхняя треугольная матрица,

 – нижняя треугольная матрица.
Определение. Матрица, все элементы которой равны нулю, называется нуль-матрицей.


Матрица-строка , матрица-столбец .



Операции над матрицами.







1) Пусть матрицы и одинаковой размерности. Суммой матриц  и  называется матрица  той же размерности, каждый элемент которой равен сумме соответствующих элементов матрицы  и .



 для всех  и .





2) Разностью матриц  и  одинаковой размерности называется матрица  той же размерности, каждый элемент которой рамен разности соответствующих элементов матрицы  и .



  для всех  и .




3) Произведением матриц  на число  называется матрица , каждый элемент которой равен .







4) Матрицу   можно умножить на матрицу  () лишь в то случае, когда число столбцов первой матрицы  равно число строк второй матрицы , т.е. . При этом каждый элемент матрицы-произведения  определяется так:



, для всех  и .





Т.е., элемент  равен сумме произведений элементов -й строки матрицы  на соответствующие элементы -го столбца матрицы .

Найти произведение матрицы-строки и матрицы-столбца:
Пример 1.

1) ,

2) ,

3) ,

4) ,


5) .
Пример 2










Для заданных матриц , ,  найти матрицы , , , , , , .



, , .
Решение


1.1) 

                     ;

1.2) ;

1.3) 


;

1.4) 



;

1.5) 



.

Подчеркнем еще раз, что .

1.6) 



Обратная матрица.
Определим операцию деления матриц как операцию, обратную умножению.
	Определение. Если существуют квадратные матрицы Х и А, удовлетворяющие условию:
XA = AX = E,
где Е - единичная матрица того же самого порядка, то матрица Х называется обратной к матрице А и обозначается А-1.
	Каждая квадратная матрица с определителем, не равным нулю имеет обратную матрицу и притом только одну.
	Рассмотрим общий подход к нахождению обратной матрицы.
Исходя из определения произведения матриц, можно записать:
AX = E , i=(1,n), j=(1,n), 
eij= 0,                      i j,
eij= 1,                       i = j .
Таким образом, получаем систему уравнений:
,
Решив эту систему, находим элементы матрицы Х.
	Пример. Дана матрица А = , найти А-1.

 	    	ример. Дана матрица А = , найти А-1.


Таким образом, А-1=.
Однако, такой способ не удобен при нахождении обратных матриц больших порядков, поэтому обычно применяют следующую формулу:
,
где Мji- дополнительный минор элемента аji матрицы А.
	Пример. Дана матрица А = , найти А-1.
det A = 4 - 6 = -2.
M11=4;       M12= 3;        M21= 2;        M22=1
x11= -2;      x12= 1;       x21= 3/2;      x22= -1/2
Таким образом, А-1=.
Свойства  обратных матриц.
	Укажем следующие свойства обратных матриц:
1) (A-1)-1 = A;
2) (AB)-1 = B-1A-1
3) (AT)-1 = (A-1)T.
Пример.  Дана матрица А = , найти А3.
А2 = АА =  = ;            A3 = = .
	Отметим, что матрицы  и  являются перестановочными.
Пример.    Вычислить определитель .
 = -1
 = -1(6 – 4) – 1(9 – 1) + 2(12 – 2) = -2 – 8 + 20 = 10.

 = = 2(0 – 2) – 1(0 – 6) = 2.
=  = 2(-4) – 3(-6) = -8 + 18 = 10.
Значение определителя: -10 + 6 – 40 = -44.
 
Задания для самостоятельной работы.

Задание 1. Выполнить арифметические действия с матрицами:
1) ;			 2) ; 
3) ;		4) ;
5)  ;	 
6); 
7) 	
Задание 2. Доказать равенство (AB)C=A(BC) для матриц:
1) ,  ,  ;
2) ,  ,  ;
3) ,  ,  ;
Задание 3. Найти: 1) ;       2) ;       3) .




Задание 4. Для матриц , ,  вычислить:



1) ,       2) ,       3) ,



4) ,      5) ,       6) , если



, , .




Задание 5. Для матриц , ,  вычислить:


1) ,	2) ,


3) ,	4) , если



, , .

Задание 6. Найти произведение матриц:


1) ;                   2) ;


3) ;                      4) ;


5) ;                  6) ;


7) ;  8) 


 Контрольные вопросы:
1. Дайте определение матрицы.
1) Какие действия можно производить над матрицами?
2) Какая матрица называется транспонированной?

Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно




Практическая работа №2 
 Тема: «Обратная матрица. Нахождение обратной матрицы. Деление матриц»
Цель: формирование навыков нахождения обратной матрицы, понимания операции деления матриц.
При выполнении практической работы студент должен знать:
· алгоритм нахождения обратной матрицы
· понимать суть операции деления
После окончания занятия необходимо уметь:
· находить обратную матрицу
· выполнять деление матриц
Формируемые компетенции:
ОК 01. Выбирать способы решения задач профессиональной деятельности применительно к различным контекстам.
ОК 02. Использовать современные средства поиска, анализа и интерпретации информации и информационные технологии для выполнения задач профессиональной деятельности.


Порядок выполнения работы:
 1.Изучить теоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Основные теоретические положения и примеры решения типовых заданий.
Обратная матрица.
Определим операцию деления матриц как операцию, обратную умножению.
	Определение. Если существуют квадратные матрицы Х и А, удовлетворяющие условию:
XA = AX = E,
где Е - единичная матрица того же самого порядка, то матрица Х называется обратной к матрице А и обозначается А-1.
	Каждая квадратная матрица с определителем, не равным нулю имеет обратную матрицу и притом только одну.
	Рассмотрим общий подход к нахождению обратной матрицы.
Исходя из определения произведения матриц, можно записать:

AX = E , i=(1,n), j=(1,n), 
eij= 0,                      i j,
eij= 1,                       i = j .
Таким образом, получаем систему уравнений:

,
Решив эту систему, находим элементы матрицы Х.

	Пример. Дана матрица А = , найти А-1.






Таким образом, А-1=.
Однако, такой способ не удобен при нахождении обратных матриц больших порядков, поэтому обычно применяют следующую формулу:

,
где Мji- дополнительный минор элемента аji матрицы А.

	Пример. Дана матрица А = , найти А-1.
det A = 4 - 6 = -2.
M11=4;       M12= 3;        M21= 2;        M22=1
x11= -2;      x12= 1;       x21= 3/2;      x22= -1/2

Таким образом, А-1=.
Свойства  обратных матриц.
	Укажем следующие свойства обратных матриц:
1) (A-1)-1 = A;
2) (AB)-1 = B-1A-1
3) (AT)-1 = (A-1)T.

Пример.  Дана матрица А = , найти А3.






А2 = АА =  = ;            A3 = = .


	Отметим, что матрицы  и  являются перестановочными.

Пример.    Вычислить определитель .


 = -1

 = -1(6 – 4) – 1(9 – 1) + 2(12 – 2) = -2 – 8 + 20 = 10.



 = = 2(0 – 2) – 1(0 – 6) = 2.


=  = 2(-4) – 3(-6) = -8 + 18 = 10.
Значение определителя: -10 + 6 – 40 = -44.
Задания для самостоятельной работы
Даны две матрицы A и B.  Найти: 
№ 1. А – 1; 
№ 2. В – 1; 
№ 3. АА – 1;
№ 4. А – 1А. 

	№
	Матрица А
	
	Матрица В

	1А
	


	1В
	

	2А
	


	2В
	

	3А
	


	3В
	

	4А
	


	4В
	

	5А
	


	5В
	

	6А
	


	6В
	

	7А
	


	7В
	

	8А
	


	8В
	

	9А
	


	9В
	

	10А
	


	10В
	



                                                               Контрольные вопросы
1. Дайте определение обратной матрицы.
2. Каков алгоритм нахождения обратной матрицы?
3. Как определяется деление матриц?

Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Практическое занятие№ 3
Тема: «Вычисление определителей 2, 3 порядков»
Цель: сформировать умение вычислять определители второго, третьего порядка.
 При выполнении практической работы студент должен знать:
· правило треугольника
· правило Саррюса
· понятие минора, алгебраического дополнения
· теорему Лапласа

После окончания занятия необходимо уметь:
· применять правило треугольника и правило Саррюса для нахождения определителя
· находить миноры и алгебраические дополнения


Формируемые компетенции:
ОК 01 Выбирать способы решения задач профессиональной деятельности применительно к различным контекстам
ОК 02 Использовать современные средства поиска, анализа и интерпретации информации, и информационные технологии для выполнения задач профессиональной деятельности 
Порядок выполнения работы:
 1.Изучить теоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.

Краткие теоретические сведения



Определение. Определителем (детерминантом) второго порядка называют число, которое ставится в соответствие матрицы второго порядка, и вычисляется следующим образом (обозначается , , ):

.

1) ,

2) .
Определение. Определителем (детерминантом) третьего порядка называют число, которое ставится в соответствие матрицы третьего порядка, и вычисляется по правилу:



Данный алгоритм называется «правилом треугольника», которое можно представить в виде схемы

 
Например, вычислим определитель



.
Для вычисления определителя третьего порядка можно пользоваться алгоритмом Саррюса:
1) После записи определителя дописываем его первый и второй столбец и вычисляем по схеме



.       
Например, вычислим определитель по алгоритму Саррюса



                                    

                              .





Определение. Определителем (детерминантом) второго порядка называют число, которое ставится в соответствие матрицы второго порядка, и вычисляется следующим образом Минором элемента  определителя  n-го порядка (обозначается ) называется определитель -го порядка, который получают из определителя -го порядка вычеркиванием строки и столбца, в которых стоит элемент .

Например,  

,

.



Определение. Алгебраическим дополнением элемента  определителя -го порядка (обозначается ) называется соответствующий ему минор со знаком

 	

Например, для определителя 

,

.
9) (Теорема Лапласа) Определитель равен сумме произведений элементов некоторого столбца (строки) на соответствующие им алгебраические дополнения.
Например, для определителя третьего порядка

.

Пример.     
Решение
1) Вычислим определитель.
а) по правилу треугольника.





.
б) по алгоритму Саррюса.





.
в) по теореме Лапласа.
Разложим определитель по первому столбцу:







.
Задания для самостоятельной работы
Задание. Вычислить определители





1) ;  2) ;  3) ;  4) ; 5) ;




6) ; 7) ; 8) ; 9) ;



10) ;  11) ;  12) ;
Контрольные вопросы.
1. Что называют определителем матрицы?
2. Как вычислить определитель второго порядка?
3. Как найти определитель третьего порядка?
Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно






Практическое занятие №4 
Тема: «Нахождение миноров и алгебраических дополнений»
Цель: закрепить умение находить миноры и алгебраические дополнения
При выполнении практической работы студент должен знать:
· понятие минора, алгебраического дополнения
После окончания занятия необходимо уметь:
· находить миноры и алгебраические дополнения
Формируемые компетенции:
ОК 01 Выбирать способы решения задач профессиональной деятельности применительно к различным контекстам
ОК 02 Использовать современные средства поиска, анализа и интерпретации информации, и информационные технологии для выполнения задач профессиональной деятельности 
Порядок выполнения работы:
 1.Изучить теоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.

Краткие теоретические сведения





Определение. Определителем (детерминантом) второго порядка называют число, которое ставится в соответствие матрицы второго порядка, и вычисляется следующим образом Минором элемента  определителя  n-го порядка (обозначается ) называется определитель -го порядка, который получают из определителя -го порядка вычеркиванием строки и столбца, в которых стоит элемент .

Например,  

,

.



Определение. Алгебраическим дополнением элемента  определителя -го порядка (обозначается ) называется соответствующий ему минор со знаком

 	

Например, для определителя 

,

.
9) (Теорема Лапласа) Определитель равен сумме произведений элементов некоторого столбца (строки) на соответствующие им алгебраические дополнения.
Например, для определителя третьего порядка

.

Пример.     
Решение
1) Вычислим определитель.
а) по правилу треугольника.





.
б) по алгоритму Саррюса.





.
в) по теореме Лапласа.
Разложим определитель по первому столбцу:







.
Задания для самостоятельной работы
          Задание 1. Вычислить миноры всех элементов в примерах 1-5.  
          Задание 2. Вычислить миноры элементов первой строки в примерах 6-8. 
          Задание 3.  Вычислить миноры элементов второго столбцаи в примерах 10-12. 
         Задание 3.  Вычислит алгебраические дополнения элементов третьей строки во всех примерах.

            





1) ;  2) ;  3) ;  4) ; 5) ;




6) ; 7) ; 8) ; 9) ;



10) ;  11) ;  12) ;

Контрольные вопросы
1. Что такое минор?
2.Что такое алгебраическое дополнение?
Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно






Практическое занятие №5 
Тема: «Вычисление определителей 2, 3 и 4 порядков»
Цель: закрепить умение находить определители 2, 3 и 4 порядков, используя разные методы
При выполнении практической работы студент должен знать:
· правило треугольника
· правило Саррюса
· понятие минора, алгебраического дополнения
· теорему Лапласа

После окончания занятия необходимо уметь:
· применять правило треугольника и правило Саррюса для нахождения определителя
· находить миноры и алгебраические дополнения
Формируемые компетенции:
ОК 01 Выбирать способы решения задач профессиональной деятельности применительно к различным контекстам
ОК 02 Использовать современные средства поиска, анализа и интерпретации информации, и информационные технологии для выполнения задач профессиональной деятельности 
Порядок выполнения работы:
 1.Изучить теоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.

Краткие теоретические сведения



Определение. Определителем (детерминантом) второго порядка называют число, которое ставится в соответствие матрицы второго порядка, и вычисляется следующим образом (обозначается , , ):

.

1) ,

2) .
Определение. Определителем (детерминантом) третьего порядка называют число, которое ставится в соответствие матрицы третьего порядка, и вычисляется по правилу:



Данный алгоритм называется «правилом треугольника», которое можно представить в виде схемы

 
Например, вычислим определитель



.
Для вычисления определителя третьего порядка можно пользоваться алгоритмом Саррюса:
1) После записи определителя дописываем его первый и второй столбец и вычисляем по схеме



.       
Например, вычислим определитель по алгоритму Саррюса



                                    

                              .





Определение. Определителем (детерминантом) второго порядка называют число, которое ставится в соответствие матрицы второго порядка, и вычисляется следующим образом Минором элемента  определителя  n-го порядка (обозначается ) называется определитель -го порядка, который получают из определителя -го порядка вычеркиванием строки и столбца, в которых стоит элемент .

Например,  

,

.



Определение. Алгебраическим дополнением элемента  определителя -го порядка (обозначается ) называется соответствующий ему минор со знаком

 	

Например, для определителя 

,

.
9) (Теорема Лапласа) Определитель равен сумме произведений элементов некоторого столбца (строки) на соответствующие им алгебраические дополнения.
Например, для определителя третьего порядка

.

Пример.     
Решение
1) Вычислим определитель.
а) по правилу треугольника.





.
б) по алгоритму Саррюса.





.
в) по теореме Лапласа.
Разложим определитель по первому столбцу:







.
Задания для самостоятельной работы
Задание 1. Вычислить определители разными способами и сравнить результаты.
Вычислить определители:





1.  а)   б)        в)    





2.   а)       б)      	в)    





3.   а)       б)     в)        




4.   а)       б)      в)        





5.   а)       б)      в)        





6.   а)     	б)      в)        





7.   а)     	б)      	в)        





8.   а)      	б)      в)    





9.   а)      	б)      	в)     





10.  а)    	 б)      	в)    
Задание 2. Решите задачу (ПОС)
Завод занимается производством трех видов смесей для землеустроительных работ, которые возьмем за X, Y и Z соответственно.  В их состав входит известь не более 0,06 % и песок, но не более 6,5 %. В каком соотношении необходимо их совместить, чтобы полученная смесь удовлетворяла ограничениям на содержание компонентов и имела минимальную цену? Содержание смесей и цена каждого вида указаны в таблице 1.  
Таблица 1 Содержание смесей и цена каждого вида 
	 
	Содержание, % 
	 
	Цена 

	Виды смесей 
	Известь 
	Песок 
	1 т. р. 

	X 
	0,12 
	4,0 
	60 

	Y 
	0,08 
	8,0 
	60 

	Z 
	0,04 
	6,0 
	90 


 


Контрольные вопросы
1. Что такое минор?
2.Что такое алгебраическое дополнение?
3. Какими способами можно вычислить определитель? 
4. Определитель какого порядка можно вычислить по теореме Лапласа?
Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Практическое занятие №6
 Тема: «Решение систем уравнений. Графический метод.»
Цель: формирование навыка решения систем уравнений графически.
При выполнении практической работы студент должен знать:
· методы решения линейных уравнений с 2 неизвестными
· суть графического метода

После окончания занятия необходимо уметь:
· решать системы линейных уравнений графически


Формируемые компетенции:
ОК 03. Планировать и реализовывать собственное профессиональное и личностное развитие, предпринимательскую деятельность в профессиональной сфере, использовать знания по финансовой грамотности в различных жизненных ситуациях.
ОК 04. Эффективно взаимодействовать и работать в коллективе и команде.


Порядок выполнения работы:
 1.Изучить теоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения
Графический способ решения систем линейных уравнений с двумя переменными.

Приступаем к рассмотрению способов решения линейных уравнений с двумя переменными. В школьном курсе алгебры изучаются три способа решения систем.

1. Графический способ (с помощью графиков).
2. Способ подстановки.
3. Способ сложения.

Разбираем каждый из них подробно. В этой теме внимание уделено графическому способу. Название говорит само за себя: нужно строить графики. Мы уже выяснили, что линейное уравнение с двумя переменными легко преобразуется в линейную функцию путём выражения переменной у через переменную х (используя правила переноса и деления/умножения на одно и то же число). Преобразовав таким образом каждое уравнение, входящее в систему, и, построив графики, можно визуально определить решение системы, т.е. точку пересечения этих графиков. Останется только лишь как можно более точно выяснить координаты этой точки. Это и есть решение системы.

При решении системы линейных уравнений с двумя переменными графическим способом, необходимо:

· в каждом уравнении выразить переменную у через переменную х;
· на одной системе координат построить график каждой полученной функции;
· найти общие точки построенных прямых;
· определить, если это возможно, координаты общих точек прямых. Они и есть решение системы.
Например, решить графическим способом систему   
Выразим переменную у через переменную х.

 

Описываем функции.

 – линейная функция, графиком является прямая, проходящая через точки 

 – линейная функция, графиком является прямая, проходящая через точки 

На одной системе координат строим графики описанных функций.

[image: ]
 Находим координаты точки А – точки пересечения прямых. . 
Значит, система имеет единственное решение 

У графического способа решения систем есть существенный недостаток. Найденное решение не всегда бывает точным, т.к. на системе координат иногда невозможно выбрать такой единичный отрезок, чтобы чётко определить координаты точки пересечения. Зачастую решение является приближённым. 

	

Задания для самостоятельной работы
1. Задание 1. Решить систему уравнений графическим способом:
	1) 
	2) 
	3) 
	4) 

	5) 
	6) 
	7) 
	8) 

	9) 
	10) 
	11) 
	12) 

	13) 
	14) 
	15) 
	16) 

	17) 
	18) 
	19) 
	20) 



Контрольные вопросы.
1. Поясните суть графического метода.
2. Какова точность решения этим методом?
Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно




Практическое занятие №7
 Тема: «Решение систем уравнений методами Крамера, Гаусса,»
Цель: формирование навыка решения СЛАУ методами Крамера и Гаусса.
При выполнении практической работы студент должен знать:
· формулы Крамера
· метод Гаусса

После окончания занятия необходимо уметь:
· решать систему линейных уравнений методами Крамера и Гаусса

Формируемые компетенции:

ОК 01. Выбирать способы решения задач профессиональной деятельности применительно к различным контекстам.
ОК 02. Использовать современные средства поиска, анализа и интерпретации информации и информационные технологии для выполнения задач профессиональной деятельности.

Порядок выполнения работы:
1.Изучить теоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения
1. Метод Крамера.
Рассмотрим систему 3-х линейных уравнений с тремя неизвестными.



         (2).


 1.  В данной системе составим определитель    и вычислим.
 
 2. Составить и вычислить следующие определители :


     
4. Воспользоваться формулами Крамера.


      

3.  ПРИМЕРЫ.
_______________


1. .

     


                              


                              .
     Проверка:

                                   Ответ:  ( 3  ; -1 ).

2.  



      

      

        
       Проверка:

                                
                                                            Ответ: x=0,5 ;  y=2 ; z=1,5 .

Метод Гаусса
Сущность этого метода состоит в том, что посредством последовательных исключений  неизвестных данная система превращается в ступенчатую (в частности, треугольную) систему.
Приведение матрицы к треугольному виду называется прямым ходом метода Гаусса.
Нахождение переменных – обратным ходом.
Пример. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса.

Решение: Составим расширенную матрицу системы.

Таким образом, исходная система может быть представлена в виде:
, откуда получаем:  x3 = 2; x2 = 5; x1 = 1.



Задания для самостоятельной работы
Метод Крамера
Задание 1. Решите систему уравнений методом Крамера:

	1.


	2.  


	3.  


	4. 


	5.



	6.  


	7.  


	8.  


	9.  


	10.












Метод Гаусса
Задание 1. Вариант 1

1.Проверить совместимость системы уравнений и в случае совместимости решить ее: 
2.Найти общее решение для каждой из заданных систем алгебраических уравнений



Вариант 2

1.Проверить совместимость системы уравнений и в случае совместимости решить ее: 
2.Найти общее решение для каждой из заданных систем алгебраических уравнений



Вариант 3
1.Проверить совместимость системы уравнений и в случае совместимости решить ее: 


2..Найти общее решение для каждой из заданных систем алгебраических уравнений





Вариант 4
1.Проверить совместимость системы уравнений и в случае совместимости решить ее:


2. Найти общее решение для каждой из заданных систем алгебраических уравнений


Решите задачу. (ПОС)
Производственное предприятие асфальтовых смесей выпускает три вида продукции
р1,  р2,  р3,  на производство которых затрачивается четыре вида сырья s1, s2, s3, s4. 
Нормы расхода сырья и его запасы заданы в таблице 
[image: ]
Контрольные вопросы.
1. Какая система уравнений называется совместимой?
2. Опишите метод Крамера.
3. Опишите метод Гаусса.

Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Практическое занятие №8
 Тема: «Решение систем уравнений методом обратной матрицы»
Цель: закрепить умение находить обратную матрицу, научиться применять обратную матрицу для решения систем уравнений, повторить и систематизировать знания по данной теме.
При выполнении практической работы студент должен знать:
· понятие обратной матрицы
· алгоритм нахождения обратной матрицы
· метод обратной матрицы для решения систем уравнений

После окончания занятия необходимо уметь:
· находить обратную матрицу
· применять ее к решению систем уравнений



Формируемые компетенции:

ОК 03. Планировать и реализовывать собственное профессиональное и личностное развитие, предпринимательскую деятельность в профессиональной сфере, использовать знания по финансовой грамотности в различных жизненных ситуациях.
ОК 04. Эффективно взаимодействовать и работать в коллективе и команде.

Порядок выполнения работы:
 1.Изучить теоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения
Пусть A = (aij) – квадратная матрица с определителем, не равным нулю. 
Тогда существует обратная матрица A–1, которая вычисляется по формуле

	.
Последняя формула означает, что в i-й строке и j-м столбце обратной матрицы располагается алгебраическое дополнение элемента, стоящего в j-й строке и в i-м столбце исходной матрицы, деленное на определитель исходной матрицы.
Напомним здесь, что Apq = (–1)p+qMpq, где Mpq называется минором и представляет собой определитель, получающийся из определителя detA вычеркиванием p-й строки и q-го столбца.

Пример. Дана матрица [image: ]. Найти .

Решение

	№
	Алгоритм
	Конкретное действие

	1
	Вычислим определитель матрицы А.
	Det A = 20 + 6 – 24 = 2

	2
	Найдем алгебраические дополнения матрицы А.
	


	3
	
Построим обратную матрицу по формуле  .
	




Матричный метод решения систем линейных уравнений.
Матричный метод применим к решению систем уравнений, где число уравнений  равно числу неизвестных.
Метод удобен для решения систем невысокого порядка.
Метод основан на применении свойств умножения матриц.

	Пусть дана система уравнений:  





Составим матрицы:   A = ;             B = ;           X = .

Систему уравнений можно записать:
AX = B.

Сделаем следующее преобразование: A-1AX = A-1B, 

т.к.   А-1А = Е, то  ЕХ = А-1В
Х = А-1В
	Для применения данного метода необходимо находить обратную матрицу, что может быть связано с вычислительными трудностями при решении систем высокого порядка.

	Пример. Решить систему уравнений:





Х = , B = , A = 
Найдем обратную матрицу А-1.

 = det A = 5(4-9) + 1(2 – 12) – 1(3 – 8) = -25 – 10 +5 = -30.




M11 =  = -5;                  M21 =  = 1;                   M31 =    = -1;



M12 =                M22 =                     M32 = 



M13 =                  M23 =                     M33 = 




                     A-1 = ;


Cделаем проверку:

AA-1 = =E.

Находим матрицу Х.




Х = = А-1В = = .

[bookmark: пр13]Итого решения системы: x =1; y = 2; z = 3.

Задания для самостоятельной работы
Задание 1. Даны две матрицы A и B.  Найти: 
№ 1. А – 1; 
№ 2. В – 1; 
№ 3. АА – 1;
№ 4. А – 1А. 

	№
	Матрица А
	
	Матрица В

	1А
	


	1В
	

	2А
	


	2В
	

	3А
	


	3В
	

	4А
	


	4В
	

	5А
	


	5В
	

	6А
	


	6В
	

	7А
	


	7В
	

	8А
	


	8В
	

	9А
	


	9В
	

	10А
	


	10В
	



Задание 2.
	
	Вариант 1

1.

2.

	Вариант 2

1.

2.



 





Контрольные вопросы.
1. Сформулируйте необходимое условие существования обратной матрицы.
2. Существует ли обратная матрица по отношению к матрице размера 4×5?
3. 1.Система из “m” линейных уравнений с “n” неизвестными. 
4. Векторно-матричная форма записи. 
5. 2.Расширенная матрица системы. 
6. . Построение обратной матрицы с использованием алгебраических дополнений.
7. Решение матричных уравнений. 

Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно




Практическое занятие №9 
Тема: «Действия над векторами»
Цель: корректировать знания, умения и навыки по теме: «Координаты и векторы в пространстве», закрепить и систематизировать знания по теме, определить уровень усвоения знаний.
При выполнении практической работы студент должен знать:
· определение вектора
· действия над векторами

После окончания занятия необходимо уметь:
· выполнять действия над векторами

Формируемые компетенции:
ОК 01. Выбирать способы решения задач профессиональной деятельности применительно к различным контекстам.
ОК 02. Использовать современные средства поиска, анализа и интерпретации информации и информационные технологии для выполнения задач профессиональной деятельности.
ОК 03. Планировать и реализовывать собственное профессиональное и личностное развитие, предпринимательскую деятельность в профессиональной сфере, использовать знания по финансовой грамотности в различных жизненных ситуациях.


Порядок выполнения работы:
1.Изучить теоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Задания для самостоятельной работы
Вариант 1.
1. Даны точки А (3; – 1; 2) и В (5; 1; 1). Найдите:
   а) координаты вектора ;    б) .
2. Даны векторы  (– 2; 3; 1) и  (4; – 1; 2). Найдите:
   а) координаты вектора 2 – ;   
   б) при каком значении у и z вектор  (8; у; z) и вектор  коллинеарны?
3.  Найдите скалярное произведение векторов  и , если:
   а)  (2; – 4; 1),   (3; 2; – 1);     б) = 3,  = 4, cos  = .
4. Найдите значение m, при котором векторы  и  перпендикулярны, если  (2; – 4; m),     (3; – 1; 5).
1. Найдите cos  между векторами   (2; 3; – 1) и  (3; – 1; 2).

Вариант 2.
1.  Даны точки А (3; – 1; 2) и В (5; 1; 1). Найдите:
   а) координаты вектора ;    б) .
2. Даны векторы  (– 2; 3; 1) и  (4; – 1; 2). Найдите:
   а) координаты вектора   + 3;   
   б) при каком значении у и z вектор  (8; у; z) и вектор  коллинеарны?
3. Найдите скалярное произведение векторов  и , если:
   а)  (– 2; 3; 1),   (– 1; – 1; 4);     б) =2,  = 5, cos  = 0,1.
4. Найдите значение m, при котором векторы  и  перпендикулярны, если  (3; 2; – 1),     (2; m; – 2).
5. Найдите cos  между векторами   (3; 2; – 1) и  (– 1; 2; 3).


Вариант 3.

1.  Даны точки А (3; – 1; 5) и В (4; 1; 3). Найдите:
   а) координаты вектора ;    б) .
2. Даны векторы  (3; – 4; 2) и  (– 2; 1; 6). Найдите:
   а) координаты вектора 2 + ;   
   б) при каком значении х и у вектор  (х; у; 5) и вектор  коллинеарны?
3.  Найдите скалярное произведение векторов  и , если:
   а)  (3; – 1; 2),   (2; 3; – 4);     б) = 2,  = 3, cos  = 
 4. Найдите значение m, при котором векторы  и  перпендикулярны, если  (3; – 1; m),
     (2; 4; 3).
5.  Найдите cos  между векторами   (– 1; 2; 3) и  (2; – 1; 3).
Вариант 4.
1.  Даны точки А (3; – 1; 5) и В (4; 1; 3). Найдите:
   а) координаты вектора ;    б) .
2. Даны векторы  (3; – 4; 2) и  (– 2; 1; 6). Найдите:
   а) координаты вектора  – 3;   
   б) при каком значении х и у вектор  (х; у; 5) и вектор  коллинеарны?
3. Найдите скалярное произведение векторов  и , если:
   а)  (1; – 2; 4),   (2; – 1; 3);     б) =5,  = 3, cos  = 0,2.
4. Найдите значение m, при котором векторы  и  перпендикулярны, если  (3; 2; – 1),
     ( m; 3; 1).
5. Найдите cos  между векторами   (3; – 1; 2) и  (3; 2; – 1).
Контрольные вопросы

1 . Дайте определение вектора.
2. Что мы понимаем под:  а) длиной или модулем вектора,  б) направление вектора?
3. Какие векторы называются:  а) равными;  б) коллинеарными;  в) противоположными?
4. Объясните, что мы называем:  а) суммой,  б) разностью двух векторов?  Как их построить?
5. Какие свойства сложения векторов вы знаете?
6. Что мы понимаем под произведением вектора на число?
7. Какие свойства произведения вектора на число вы знаете?
8. Дайте определение скалярного произведения двух векторов.
9. Как построить прямоугольную систему координат:  а) на плоскости;  б) в пространстве?
10. По какой формуле вычисляется скалярное произведение двух векторов в координатах?
13. По какой формуле вычисляется угол между двумя векторами в координатах?
Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно





Практическое занятие №10
 Тема: «Задачи на составление уравнений прямых и плоскостей.»
Цель: формирование умения определять взаимное расположение прямых и плоскости, составлять уравнение прямой
При выполнении практической работы студент должен знать:
· уравнения прямых и плоскостей

После окончания занятия необходимо уметь:
· определять взаимное расположение прямых, угла между прямыми
· составлять уравнения прямых и плоскостей
Формируемые компетенции:
ОК 01. Выбирать способы решения задач профессиональной деятельности применительно к различным контекстам.
ОК 02. Использовать современные средства поиска, анализа и интерпретации информации и информационные технологии для выполнения задач профессиональной деятельности.
ОК 03. Планировать и реализовывать собственное профессиональное и личностное развитие, предпринимательскую деятельность в профессиональной сфере, использовать знания по финансовой грамотности в различных жизненных ситуациях.

Порядок выполнения работы:
1.Изучить теоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения
Пример : Составить уравнение прямой по двум точкам [image: uravnenie_pryamoi_na_ploskosti_clip_image201].
Решение: Используем формулу:
[image: uravnenie_pryamoi_na_ploskosti_clip_image203]
Причёсываем знаменатели:
[image: uravnenie_pryamoi_na_ploskosti_clip_image205]
И перетасовываем колоду:
[image: uravnenie_pryamoi_na_ploskosti_clip_image207]
Именно сейчас удобно избавиться от дробных чисел. В данном случае нужно умножить обе части на 6:
[image: uravnenie_pryamoi_na_ploskosti_clip_image209]
Раскрываем скобки и доводим уравнение до ума:
[image: uravnenie_pryamoi_na_ploskosti_clip_image211]
Ответ: [image: uravnenie_pryamoi_na_ploskosti_clip_image213]
Расстояние от точки [image: zadachi_s_pryamoi_na_ploskosti_clip_image175] до прямой [image: zadachi_s_pryamoi_na_ploskosti_clip_image177] выражается формулой 
[image: Формула расстояния от точки до прямой]
Пример : Найти расстояние от точки [image: zadachi_s_pryamoi_na_ploskosti_clip_image181] до прямой [image: zadachi_s_pryamoi_na_ploskosti_clip_image183]
Решение: всё что нужно, это аккуратно подставить числа в формулу и провести вычисления:
[image: zadachi_s_pryamoi_na_ploskosti_clip_image185]
Ответ: [image: zadachi_s_pryamoi_na_ploskosti_clip_image187]
Как найти угол между двумя прямыми? 
Пример : Найти угол между прямыми [image: zadachi_s_pryamoi_na_ploskosti_clip_image225]

прямые заданы уравнениями с угловым коэффициентом [image: zadachi_s_pryamoi_na_ploskosti_clip_image253] и не перпендикулярны, то ориентированный угол [image: zadachi_s_pryamoi_na_ploskosti_clip_image217_0001] между ними можно найти с помощью формулы:
[image: Формула нахождения угла с угловыми коэффициентами прямых] 
Условие перпендикулярности прямых выражается равенством [image: zadachi_s_pryamoi_na_ploskosti_clip_image258], откуда, кстати, следует очень полезная взаимосвязь угловых коэффициентов перпендикулярных прямых: [image: zadachi_s_pryamoi_na_ploskosti_clip_image260], которая используется в некоторых задачах.
Алгоритм решения похож на предыдущий пункт. Но сначала перепишем наши прямые в нужном виде:
[image: zadachi_s_pryamoi_na_ploskosti_clip_image262]
Таким образом, угловые коэффициенты: [image: zadachi_s_pryamoi_na_ploskosti_clip_image264]
1) Проверим, будут ли прямые перпендикулярны:
[image: zadachi_s_pryamoi_na_ploskosti_clip_image266], значит, прямые не перпендикулярны.
2)  Используем формулу:
[image: zadachi_s_pryamoi_na_ploskosti_clip_image268]
Ответ: [image: zadachi_s_pryamoi_na_ploskosti_clip_image241_0000]
Пример. Даны вершины треугольника А(0; 1), B(6; 5), C(12; -1). Найти уравнение высоты, проведенной из вершины С.


Находим уравнение стороны АВ: ;     4x = 6y – 6; 2x – 3y + 3 = 0; 
	Искомое уравнение высоты имеет вид: Ax + By + C = 0 или y = kx + b.




k = . Тогда y = . Т.к. высота проходит через точку С, то ее координаты удовлетворяют данному уравнению: откуда b = 17. Итого: .
	Ответ: 3x + 2y – 34 = 0.

Задания для самостоятельной работы
Блок 1.
Задача: Дан треугольник с вершинами А(х1;у1), В(х2;у2), С(х3;у3). Составьте уравнение стороны АВ треугольника, медианы АК, высоты ВД, расстояния от вершины С до стороны АВ, вычислите угол А.
	Вариант - 1
	Вариант - 2
	Вариант - 3
	Вариант - 4
	Вариант - 5

	А(-5;-5),
В(1;7),
С(5;-1).
	А(-4;-3),
В(-3;4),
С(2;1).
	А(-6;-2),
В(6;7),
С(9;3).
	А(6;7),
В(9;3),
С(1;-3).
	А(0;-2),
В(0;2),
С(2;4).



Задание 2. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку M(-2; 3; 6) перпендикулярно плоскостям 2x+3y-2z-4=0 и 3x+5y+z=0.
Блок 2.
Вариант 1
Задача№ 1
Найти угол между прямыми 5х+4у-31=0 и 2у-3х+1=0
Найти угол между прямыми 18х+6у-17=0 и 14х-7у+15=0
Задача№2
Проверить, принадлежат ли точки , С (-3;0), D(0; 7) прямой 7х-3у+21=0
Проверить, принадлежат ли точки А(3; 14), B(4; 13)  прямой 7х-3у+21=0
Задача№3
Прямая, параллельная оси Ох, проходит через точку(-2; 2).
Составить уравнение этой прямой.
Прямая, параллельная оси ОУ, проходит через точку(2; 6).
Составить уравнение этой прямой.

Составить уравнение прямой, проходящей через точку В (-3;5) и имеющей нормальный вектор n =(-3;2)


Составить уравнение прямой, заданной двумя точками А(1-;5), В(3;-7)

Установить, параллельны ли прямые 3х+2у+3=0 и 3х-2у-1=0

Перпендикулярны ли прямые 5х-у+4=0 и х+5у-1=0
Задача№9 Составить уравнение высоты ВD в треугольнике с вершинами А(7;0), В(3;6), С(-1;1)

Вариант 2
Задача№ 1Найти угол между прямыми 18х+6у-17=0 и 14х-7у+15=0
Задача№2 Проверить, принадлежат ли точки А(3; 14), B(4; 13)  прямой 7х-3у+21=0
Задача№3 
Прямая, параллельная оси ОУ, проходит через точку(2; 6).
Составить уравнение этой прямой.
Задача№4 Составить уравнение прямой, проходящей через точку В (-3;5) и имеющей нормальный вектор n =(-3;2)
Задача№5 Составить уравнение прямой, заданной двумя точками А(1-;5), В(3;-7)
Задача№6 Установить, параллельны ли прямые 3х+2у+3=0 и 3х-2у-1=0

Задача№7 Перпендикулярны ли прямые 5х-у+4=0 и х+5у-1=0
Задача№8 Составить уравнение высоты ВD в треугольнике с вершинами А(7;1), В(-2;6), С(-1;2)



Контрольные вопросы
1. Назовите общее уравнение прямой.
1. В чем заключается условие параллельности и перпендикулярности, прямых на плоскости?
1. Напишите формулу для уравнения прямой проходящей через две точки.
1. Как вычислить угол между прямыми, заданными общими уравнениями прямых?
1. Запишите формулу нахождения расстояния от точки до прямой.
1. Напишите формулу для уравнения прямой, проходящей через точку с угловым коэффициентом.

Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно





Практическое занятие №11
 Тема: «Нахождение параметров кривых второго порядка»
Цель: закрепить основные понятия темы, научиться составлять уравнения кривых второго порядка, определять свойства кривых второго порядка по уравнению.

При выполнении практической работы студент должен знать:

После окончания занятия необходимо уметь:


Формируемые компетенции:

Порядок выполнения работы:
 1.Изучить теоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения
Для любой алгебраической линии второго порядка существует прямоугольная система координат, в которой уравнение этой линии принимает один из следующих девяти канонических видов:
[image: C:\Users\Tatyana\Desktop\index.png]


Задача 1. Составить каноническое уравнение эллипса, зная, что расстояние между фокусами равно , а малая полуось .
Решение.


 По условию , т.е. .




Мы знаем, что , отсюда , т.е.  или .
Уравнение эллипса имеет вид:

.

Задача 2. Найти координаты фокусов и вершин гиперболы . Написать уравнение её асимптот и вычислить эксцентриситет.
Решение.

 Напишем каноническое уравнение гиперболы, для этого обе части уравнения поделим на . После сокращения получим:

.




Отсюда видно, что , т.е.  и , т.е. .


Для гиперболы , отсюда .
Теперь можем написать координаты вершин и фокусов гиперболы:

.

Эксцентриситет , а уравнения асимптот имеют вид:


 и .



 Задача 3. Составить уравнение параболы и её директрисы, зная, что она симметрична относительно оси , фокус находится в точке , вершина совпадает с началом координат.
Решение. 





Будем искать уравнение параболы в виде . По условию , а значит . Итак, искомое уравнение имеет вид: , уравнение её директрисы: .

Задача 4. Найдите координаты центра и радиус окружности:


Решение. 


Выделяя полные квадраты суммы и разности слагаемых в левой части уравнения, получим:  или; .


Центр: , Радиус: .


Задача 5. Установить вид кривой второго порядка, заданной уравнением .

Решение. Указанное уравнение определяет параболу . Действительно,

,

.


Получилось каноническое уравнение параболы с вершиной в точке  и .


Задача 6. Установить вид кривой второго порядка, заданной уравнением .
Решение. 
Преобразуем уравнение:

.


Это уравнение определяет две пересекающиеся прямые  и 

Задания для самостоятельной работы
1. Составить уравнение окружности с центром О(3; -2) и радиусом r = 5. Построить ее.
1. Составить каноническое уравнение эллипса, у которого малая ось 2b = 6, а расстояние между фокусами = 8.
2. Найти координаты фокусов, длины осей и эксцентриситет эллипса, заданного уравнением 16х2 + 25у2 = 400.



Контрольные вопросы
1.Назовите кривые второго порядка.
2. Что такое фокус эллипса?
3. Что такое эксцентриситет эллипса
Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Практическая работа №12
Тема: «Построение кривых второго порядка»
Цель: научиться строить кривые второго порядка

Формируемые компетенции:

При выполнении практической работы студент должен знать:
· канонические уравнения кривых второго порядка
· нахождение параметров

После окончания занятия необходимо уметь:
· находить параметры кривой
· строить кривые второго порядка


Порядок выполнения работы:
 1.Изучить теоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения
Для любой алгебраической линии второго порядка существует прямоугольная система координат, в которой уравнение этой линии принимает один из следующих девяти канонических видов:
[image: C:\Users\Tatyana\Desktop\index.png]
Задания для самостоятельной работы
Вариант 1
Задача 1. Привести к каноническому виду уравнение кривой 2 порядка, найти все ее параметры, построить кривую. 
Задача 2. Дана кривая y+6x+6y+15=0.
1. Докажите, что данная кривая – парабола.
2. Найдите координаты ее вершины.
3. Найдите значения ее параметра р.
4. Запишите уравнение ее оси симметрии.
5. Постройте данную параболу.
Вариант 2
Задача 1. Дана кривая. Привести к каноническому виду. Построить и определить вид кривой.
6+2√5xy+2=21.
Задача 2. Дана кривая 5+5+6xy−16x−16y=16.
1. Докажите, что эта кривая – эллипс.
2. Найдите координаты центра его симметрии.
3. Найдите его большую и малую полуоси.
4. Запишите уравнение фокальной оси.
5. Постройте данную кривую.

Контрольные вопросы

Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно




Практическое занятие №13
Тема: «Действия с комплексными числами, записанными в различных формах.»
Цель: закрепление полученных теоретических знаний и практических умений студентов на действия над комплексными числами, записанными в разной форме.

При выполнении практической работы студент должен знать:
После окончания занятия необходимо уметь:
Формируемые компетенции:
Порядок выполнения работы:
 1.Изучить теоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения
Запись комплексного числа в виде z = a + bi, называется алгебраической формой комплексного числа. Часто бывает удобна тригонометрическая форма записи комплексного числа: 

z =  r(cos φ + i sin φ),  где

[image: rf010048]  – модуль, а  φ = arg z –аргумент комплексного числа.

Пусть  по определению аргумента имеем:

[image: 63261551573574-2]

Отсюда получается 
	z = a + bi = r(cos φ + i sin φ). 



Такая форма называется тригонометрической формой записи комплексного числа. Как видно, для того, чтобы перейти от алгебраической формы записи комплексного числа к тригонометрической форме, нужно найти его модуль и один из аргументов. 



Пример 1
Записать число   z = 1 -  i   в тригонометрической форме.
[image: 63261551573699-5]

[image: 63261551573793-8]

Пусть z1 = r1(cos φ1 + i sin φ1) и z2 = r2(cos φ2 + i sin φ2). Имеем: 
	[image: 63261551573809-10]



	[image: 63261551573840-11]


Видно, что в тригонометрической форме операции умножения и деления производятся особенно просто: для того, чтобы перемножить (разделить) два комплексных числа, нужно перемножить (разделить) их модули и сложить (вычесть) их аргументы.
Отсюда следует, что для того чтобы перемножить n комплексных чисел, нужно перемножить их модули и сложить аргументы: если φ1, φ2, ..., φn – аргументы чисел z1, z2, ..., zn, то 
	[image: 63261551573856-12]



	[image: 63261551573856-13]


В частности, если все эти числа равны между собой, то получим формулу, позволяющую возводить комплексное число в любую натуральную степень.
	
Первая формула Муавра:
	[image: 63261551573871-14]






[image: 4271504] - показательная форма комплексного числа
где[image: 4271505].
Действия над комплексными числами в показательной форме выполняются по правилам действий со степенями:
[image: 4271509]
[image: 4271510]
[image: 4271511]
[image: 4271512], [image: 4271513]
Примеры
Пусть [image: 4271514],
[image: 4271515].
Тогда [image: 4271516];
[image: 4271517];
[image: 4271518];
[image: 4271519], [image: 4271520]
Задания для самостоятельной работы
1. Выполнить действия:

	1 вариант
1. Представьте в тригонометрической форме:
[image: ]
2. Найти все значения корней:
[image: ]
3. Возвести в степень, используя тригонометрическую степень:
[image: ]
4.Выполнить  действия над комплексными числами в тригонометрической форме:



              1) z1 z2;                  2)                  3)            4) 	





5.Представьте в показательной форме:
[image: ]

6. Возвести в степень, используя показательную форму:
[image: ] 

	2 вариант
1.Представьте в тригонометрической форме:
[image: ]
2. Найти все значения корней:
[image: ]
3. Возвести в степень, используя тригонометрическую степень:
[image: ]
4.Выполнить  действия над комплексными числами в тригонометрической форме:



              1) z1 z2;                  2)                  3)            4) 	



.  
5.Представьте в показательной форме:
[image: ]

6. Возвести в степень, используя показательную форму:
[image: ]

	3 вариант
1.Представьте в тригонометрической форме:
[image: ]

2. Найти все значения корней:
[image: ]
3. Возвести в степень, используя тригонометрическую форму:
[image: ]
4.Выполнить  действия над комплексными числами в тригонометрической форме:



              1) z1 z2;                  2)                  3)            4) 	


 	  	       	 6.  
    5. Представьте в показательной форме:
[image: ]
6.Возвести в степень, используя показательную форму:
[image: ]
                             
	4 вариант
1. Представьте в тригонометрической форме:
[image: ]
2. Найти все значения корней:
[image: ]
3. Возвести в степень, используя тригонометрическую форму:
[image: ]
4.Выполнить  действия над комплексными числами в тригонометрической форме:



              1) z1 z2;                  2)                  3)            4)	


                         	8 . 
                    
5.Представьте в показательной форме:
[image: ]
6. Возвести в степень, используя показательную форму:
[image: ]




	
	

	
	




                                                               Контрольные вопросы

Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно





Практическое занятие №14 
Тема: «Геометрическая интерпретация комплексного числа. Решение уравнений»
Цель:
При выполнении практической работы студент должен знать:
После окончания занятия необходимо уметь:
Формируемые компетенции:
Порядок выполнения работы:
 1.Изучить теоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения (см. в практической работе №13)
Задания для самостоятельной работы
Вариант  №1

1. 
Решить квадратное уравнение  

1. Выполнить действия:

        
1. 
Построить комплексные  числа , а также им сопряженные и противоположные.

1. Выполнить действия:


                         
1. 
Выполнить действия и записать результат в показательной форме: 

Вариант №2

Выполнить  действия над комплексными числами, записать результат в показательной форме:




1)       2)      3)       4)  	



1. 	  	       	 6.  



2.                          	7.  



3.                     	8 . 



4.                     	9.  



5.  		        	10.  



                                                               Контрольные вопросы

Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно







Практическая работа №15
Тема: «Вычисление предела  последовательности»
Цель: Формирование навыков вычисления пределов последовательности с помощью замечательных пределов, раскрытия неопределенностей.
При выполнении практической работы студент должен знать:

-понятие предела последовательности ;
-теоремы о пределах
- основные неопределенности;
- 1и 2 замечательные пределы;
-понятие непрерывной функции;
После окончания занятия необходимо уметь:
-применять теоремы о приделах;
-раскрывать неопределенности;
-применять формулы замечательных пределов;
Формируемые компетенции:
ОК 2. Организовывать собственную деятельность, выбирать типовые методы и способы
выполнения профессиональных задач, оценивать их эффективность и качество.
ОК 3. Принимать решения в стандартных и нестандартных ситуациях и нести за них
ответственность.
ОК 4. Осуществлять поиск и использование информации, необходимой для эффективного выполнения профессиональных задач, профессионального и личностного развития.

Порядок выполнения работы:
 1.Изучить теоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения

Определение 1.  Бесконечной числовой последовательностью называется числовая функция, определённая на множестве N натуральных чисел.
Пример:       (аn): 1; 2; 3; 4; 5; 6…
                     (bn): 2; 4; 6; 8; 10; 12; …                    
Определение 2.  Последовательность (an) называется возрастающей      (убывающей), если каждый её член, начиная со второго, больше (меньше ) предыдущего, т.е.  an+1›an  ( an+1‹an ).
Замечание. Если выполняется одно из неравенств  an+1›an, (an+1≤an), то последовательность называется невозрастающей (неубывающей).
Определение 3.  Убывающие, возрастающие, неубывающие и невозрастающие последовательности называются монотонными.
Определение 4.  Последовательность an называется ограниченной сверху (снизу), если можно указать такое число М (число m), что для всех членов этой последовательности выполняется неравенство an≤М (an≥m). Числа М и m называются соответственно верхней и нижней границей.
 Определение 5.  Последовательность an называется ограниченной, если существуют два таких числа m и М, что для всех n выполняется неравенство 
m ≤ an ≤ M.                                        
Определение 6.   Последовательность an называется постоянной, если все члены её совпадают.
Примеры:
1) (an):  1,2,3,4,5… 
Пусть m = 1,  так как  1  an  последовательность ограничена снизу



2) (an) = :   1;; 
Пусть m = 0  и  М = 1,  так как  0  an  1  последовательность ограничена.
3)  (an):   2; 2; 2; 2 …- постоянная последовательность.
Способы  задания  последовательностей:

1) Формулой,   например:          an = 
2) Графически:                                                  х
                                           0       1      2           

3) Рекуррентный  способ:  правило, с помощью которого можно вычислить 
n-ый член последовательности по известным предыдущим членам:      
  хn = 3хn + 1 ,  х1 = 2                 
Примеры:   


1)Доказать, что  a монотонно убывает.


Найдем  a=



Покажем, что  a< a, то есть  






:   = < 1, так как  , то   последовательность  (a) убывает.


2) Доказать, что  a=   ограничена.


    a последовательность больше 1, m = 1.

    a последовательность ограничена сверху  и М = 2                                           




        (а) - ограничена
Упражнения: 
1) Вычислить первые три члена последовательности:


               1) х                  5) х


               2) х                  6) х


               3) х                7) х


               4) х                      8)х   
2) Написать общий член последовательности:

          1). 1;                       5). 1; 3; 5; 7; 9...
          2). 1; 7; 13; 19;...                     6). 1; 7; 17; 31... 
          3). 2; 4; 8; 16; 32...                  7).-3; 9; -27; 81; -243...

          4). 2; 4; 6; 8; 10...                    8). 1; 
3) Установить вид монотонности:


           1). х                           4). x   


           2). x                        5). x


           3). x                         6). x  
4) Определить ограниченные последовательности:


          1). x                          5). x   


           2). x                             6). x       



           3). x                     7). x= 



           4). x                        8). x
Определение.  Число а называется пределом числовой последовательности 



х, если для любого 0 все члены последовательности х, кроме, может быть конечного числа, лежат в ε - окрестности числа а:  (a-ε; a+ε), то
есть найдётся такое  натуральное N, что при n>N выполнено неравенство:

                                                 < ε 





Обозначение:           
Определение.   Последовательность, имеющая предел, называется сходящейся, не имеющая предела - расходящейся.     
 

Теоремы о пределах.



Пусть     ,   , тогда:


1) 

Cледствие:    

2)    


3) Пусть b0 ,   тогда  
Определение  Последовательность называется бесконечно малой, если её предел равен нулю.
Свойства  бесконечно  малых  последовательностей.
1)  Сумма двух бесконечно малых последовательностей являются бесконечно малой.
2)  Произведение ограниченной последовательности на бесконечно малую является бесконечно малой.
Следствие:  Произведение двух бесконечно малых является бесконечно малой.



3)  Для того, чтобы выполнялось равенство   , необходимо и достаточно, чтобы   ,  где   


Определение.  Последовательность   называется бесконечно большой, если  





Примеры: 1)   = ,  так как       -  бесконечно малая величина и: 



2)    (делим числитель и знаменатель на  ) =  

= 


3)      


4)     

Выводы:

1)  Если степень числителя выше степени знаменателя, то предел последовательности равен   
2)   Если степень знаменателя выше степени числителя, то предел последовательности равен нулю.
3)   Если старшие степени числителя и знаменателя равны, то предел последовательности равен отношению коэффициентов при старших степенях.

Второй   замечательный   предел:  е.
Данный термин, использующийся в российских учебниках по математическому анализу для обозначения некоторых широко известных математических тождеств со взятием предела.

Замечание:  1) Число е - иррациональное, е  2,7182818...
            2) Логарифм по основанию е  числа в называется натуральным и         
               обозначается   ln b.


Примеры:     

1) (разделим числитель и знаменатель на  3 ) =








   =  (сравниваем с формулой: показатель равен знаменателю дроби, уравниваем; затем используем свойства степеней для того, чтобы степень выражения не изменилась) =   =  е2)  е= 



3)=  
Задания для самостоятельной работы
Задание 1. Вычислить пределы 


1.                                 9.     


2.                                10.         


3.                                  11.   


4.                                    12.  


5.                                   13. 


6.                                    14.          


7.                                     15. 


8.                                 16. 
 
Задание 2. Вычислить пределы



17.                 21.         25. 



18.                  22.           26.



19.                 23. 	   27. 



20.               24.             28.       



29. 	     30.            31.            


32.             33.  


Задания для самостоятельной работы
                                                               Контрольные вопросы
1. Что называется пределом последовательности?
2. Сформулируйте основные теоремы вычисления пределов.
3. Запишите формулу второго замечательного предела.
4. Какая последовательность называется бесконечно маленькой.
4. Какие приемы используются при раскрытии неопределенностей?
5.Дайте определение непрерывной функции.
6.Что называется точкой разрыва?
7.Какая точка называется точкой устранимого разрыва?
8.Какая точка называется точкой скачка? Что называется скачком?

Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно




Практическая работа №16 
Тема: «Вычисление предела функции. Раскрытие неопределенностей»
Цель: формировать понимание «неопределенности» и способы их раскрытия, замечательные пределы
При выполнении практической работы студент должен знать:
· виды неопределенностей и способы их раскрытия
· правило Лопиталя
· формулы замечательных пределов
· После окончания занятия необходимо уметь:
· раскрывать неопределенности
· применять формулы замечательных пределов
Формируемые компетенции:
Порядок выполнения работы:
 1.Повторитьтеоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения.
Пусть функция  у = f (х) определена в некоторой окрестности точки х0, быть может, за исключением самой точки х0.





Определение. Число А называется пределом функции  f (х) при  х х0, если для любого  ε>0  cуществует такое  > 0 , что для всех  х,  удовлетворяющих условиям:   < , х х0  имеет место неравенство   < ε .              
Теоремы   о   пределах   функций.


1)  тогда и только тогда, когда   где  


 - бесконечно малая функция при  

2) 

3) 



4)  , 
Следствия:
1)  Постоянный множитель можно вынести за знак предела.

2)  
3)  Предел степени равен степени предела функции.

       
Вычисление  пределов  функций.
1)  Предел  многочлена.


То есть, достаточно подставить вместо  х единицу, и предел найден.
2)  Предел  отношения  двух  многочленов.


1).                                


2)Пусть              




3)Пусть и    - неопределённость вида       



В этом случае   можно вычислить разложением многочленов   и   на множители или заменой  у = x- a


1 способ   



2 способ     ( пусть y = x-1 при х 

  = 

  = 


4) Предел отношения многочленов   при     смотри п(1).
5) Вычисления некоторых иррациональных функций:


  (умножаем числитель и знаменатель на  выражение, сопряжённое знаменателю)=   

=  
Первый  замечательный  предел.
Данный термин, использующийся в российских учебниках по математическому анализу для обозначения некоторых широко известных математических тождеств со взятием предела.


Примеры: 

1) (умножим числитель и знаменатель на 3) =

= 

2) 

3)  =

= 

= 



4) (умножим числитель и знаменатель на"x")=  

=





5)  ( ] т.к. то  ) 



Задания для самостоятельной работы
Задание 1.Вычислить пределы функций.


34)             48)   


35)             49)    


36)                 50)      


37)                51) 


38)                52) 


39)                      53) 


40)                  54) 


41)                           55)  


42)                 56)  




43)                   57) 


44)                         58)   


45)                   59) 


46)                 60) 


47)                      61)  
Задание 2.



62) 	           70) 	                 78)



63) 	           71)             79) 



64)             72) 	       80)



65)   73)               81)




66) 	          74) 	                82)



67) 	           75) 	      83)               



68) 	           76) 	       84)



69) 	          77)                   85) 	       


Контрольные вопросы
1. Дайте определение предела функции.
2. Какие виды неопределенностей вы знаете?
3. Как раскрывается неопределенность 0/0?
4. Как раскрывается неопределенность  ?
Запишите формулы 1 и 2 замечательных пределов.

Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Практическая работа №17 
Тема: «Установление непрерывности функции»
Цель: учиться аналитически устанавливать непрерывность функции
При выполнении практической работы студент должен знать:
· понятие предела функции
· теорему о непрерывности функции
После окончания занятия необходимо уметь:
· находить предел функции
· устанавливать непрерывность функции
Формируемые компетенции:
Порядок выполнения работы:
 1.Повторитьтеоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения.
Определение. Число А называется пределом функции y=f(x)   при х, стремящемся к  (в точке), если для любого положительного числа ε найдется такое положительное число δ, что , как только . 
Обозначение: 
Определение. Функция   y=f(x) называется бесконечно малой   при х, стремящемся к  (в точке), если  
Определение. Функция y=f(x) называется бесконечно большой при х, стремящемся к  (в точке), если для любого положительного числа М найдется такое положительное число δ, что , как только  .
Обозначение: 
Определение. Функция y=f(x), заданная на всей числовой прямой, называется бесконечно большой при х, стремящемся к ), если для любого положительного числа М   найдется такое положительное число Т, что , как только .
Обозначение: 
Основные теоремы о пределах:
1 .
2 .
3.
4.
В простейших случаях вычисление предела функции сводится к подстановке в функцию, стоящую под знаком предела, предельного значения аргумента. Но довольно часто такая подстановка предельного значения аргумента приводит к неопределенным значениям вида: , , , (), (. Отыскание предела в этих случаях, называют раскрытием неопределенностей. Для раскрытия неопределенностей преобразуют выражение, стоящее под знаком предела, затем используют теоремы о пределах, замечательные пределы.
Первый замечательный предел: .
следствия  .
Второй замечательный предел:  или  .

Пример 1. Вычислить   
Решение. Подставляем в функцию предельноe значения аргумента x=3, получим 
Ответ: 5.

Пример 2. Вычислить
Решение.  Подставляем в функцию  предельноe значения аргумента x=-1, получим. Необходимо разложить числитель и знаменатель на множители, используя формулы сокращенного умножения, правило разложения квадратного трехчлена на множители ( - корни квадратного трехчлена), метод группировки. Решение записывают в виде:

Сокращение на (х+1) возможно, так как оно не равно нулю, а лишь стремится к нулю.
Ответ: 6.

Пример 3. Вычислить 
Решение.  Подставляем в функцию   предельноe значения аргумента x=4, получим. Чтобы избавиться от неопределенности, надо функцию умножить на единицу, представив ее в виде дроби, сопряженной к выражению, содержащему корень . Запишем решение 



Ответ: -1/48.

Пример 4. Вычислить 
Решение.  Подставляем в функцию предельноe значения аргумента x , получим. Чтобы избавиться от неопределенности, надо в числителе и знаменателе вынести множитель, содержащий максимальную степень переменной. Запишем решение 


Ответ: 0.

Пример 5. Вычислить 
Решение. Подставляем в функцию   предельноe значения аргумента x , получим. Чтобы избавиться от неопределенности, надо в числителе и знаменателе вынести множитель, содержащий максимальную степень переменной. Запишем решение 


Ответ: .

Определение. Функция y=f(x) называется непрерывной в  точке, если она определена в этой точке и существует конечный предел функции в этой точке, равный значению функции  в этой точке: Точка, в которой функция не является непрерывной, называется точкой разрыва.
Если функция y=f(x) непрерывна в каждой точке интервала (a, b), то она непрерывна на этом интервале (Рисунок 1).

[image: Функция непрерывна на всей числовой прямой][image: Функция определена на всей прямой, но разрывна]
Рисунок 1. Графики непрерывной и разрывной функций

Пример 6. Рассмотрим функцию


и выполним её чертёж. 
Строим график:
1) на полуинтервале (-∞; 0] чертим фрагмент параболы,
2) на интервале (0; 2) – отрезок прямой   ,
3) на полуинтервале [2; +∞) – прямую .
При этом в силу неравенства     значение    определено для квадратичной функции  ,   и в силу неравенства , значение    определено для линейной функции      (Рисунок 2).
[image: Кусочно-заданная функция и разрыв первого рода]
Рисунок 2. График функции примера 6.

Пример 7. Исследовать функцию на непрерывность 
Решение. Преобразуем функцию , .
Область определения функции: . 
Построим график функции после упрощения дроби  при     (Рисунок 3).
[image: Квадратичная функция с точкой устранимого разрыва]
Рисунок 3. График функции примера 7.

Ответ: функция непрерывна на всей числовой прямой кроме точки
, в которой она терпит разрыв.

Вариант 1

Вычислить пределы. 
1) .                        2) .                           3).
4) .                 5) .                6). 
7) .                            8) .                              9).

10) Исследовать на непрерывность и построить график функции  



Вариант 2

Вычислить пределы. 
1) .            2)  3).
4) .              5) .        6).   
7) .      8) .            9) .
10) Исследовать на непрерывность и построить график функции.



Вариант 3
Вычислить пределы.
1).               2) .                      3) .   
4) .              5) .                    6) .     
7)  .                  8) .                     9) .
10) Исследовать на непрерывность и построить график функции.




Вариант 4
Вычислить пределы.  
1).                     2).                   3). 
4).                   5) .                         6) .       
7) .               8)  .                      9) .
10) Исследовать на непрерывность и построить график функции.



Вариант 5

Вычислить пределы.
1).                          2)                    3) .
4) .                       5)                    6)   7)                              8) .                      9) 
10) Исследовать на непрерывность и построить график функции.



Вариант 6
Вычислить пределы.
1).                     2) .                    3).  4).                    5)  .                      6)  .
7)  .                      8) .                           9) .
10) Исследовать на непрерывность и построить график функции.




Вариант 7
Вычислить пределы. 
1)                        2).          3) .  
4)  .                   5)   .                            6) . 
7) .                           8).                                       9) .
10) Исследовать на непрерывность и построить график функции.


Вариант 8
Вычислить пределы. 
1).                            2) .                    3) 
4).                        5)  .                 6) . 
7) .                           8) .                   9) 
10) Исследовать на непрерывность и построить график функции.




Вариант 9
Вычислить пределы. 
1).                2) .                          3).
4).             5)                               6) .
7) .                   8).                                   9) .
10) Исследовать на непрерывность и построить график функции





Вариант 10
Вычислить пределы.
1) .                2).                      3). 
4).             5)  .                  6) . 
7) .                     8) .                            9) .
10) Исследовать на непрерывность и построить график функции 



Вариант 11
Вычислить пределы. 
1).                      2).                      3).
4).                      5)  .                   6) .
7) .                   8) .                           9) .
10) Исследовать на непрерывность и построить график функции  



Вариант 12

Вычислить пределы. 
1)  .                  2).                          3).
4).                  5)  .                      6) .
7) .                 8) .                           9) .
10) Исследовать на непрерывность и построить график функции 



Вариант 13
Вычислить пределы.
1) .            2).                           3). 
4).       5)  .                      6) . 
7) .                8) .                            9) .

10) Исследовать на непрерывность и построить график функции 


Вариант 14
Вычислить пределы.
1).                2).                            3).
4).                   5)  .                       6) .
7) .               8) .                                    9) .
10) Исследовать на непрерывность и построить график функции  



Вариант 15
Вычислить пределы.
1)  .                        2).                      3).
4).                     5)  .                    6) .
7) .                    8) .                      9) .
10) Исследовать на непрерывность и построить график функции 




Контрольные вопросы
1 Какие виды неопределенностей встречались при решении заданий?
2 Сколько может быть точек разрыва?
3 Что значит бесконечно большая функция?
4 Какая функция называется бесконечно малой?
5 Что называется элементарной и неэлементарной функцией?


Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Практическая работа №18 
Тема: «Вычисление производных»
Цель: закрепить умение вычислять производные элементарных функций
При выполнении практической работы студент должен знать:
определение производной, ее механический и геометрический смысл
· таблицу производных
· правила дифференцирования
После окончания занятия необходимо уметь:
· находить производные функций. пользуясь таблицей производных и правилами дифференцирования
Формируемые компетенции:
Порядок выполнения работы:
 1.Повторитьтеоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения.
Определение. Производной функции f(x)	 в точке х0 называется предел отношения приращения функции   к приращению аргумента  при                            f/(х0) = 	= .

ПРАВИЛА ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ.
	1. С/ = 0
2. (КХ)/ = К
3. (КХ+В)/ = К
4. (U+V)/ = U/+V/
5. (U-V)/ = U/-V/
6. (UV)/ =U/V+V /U
    (КU)/ = К(U)/
7. ()/ = 
8.  = 
9.(sinx)/ = cosx
10. (cosx)/ = -sinx
11. (tgx)/ = 
	12. (ctgx)/ = - 
13.(logax)/ = 
14.(lnx)/ = 
15.(lgx)/ = 
16.(
17.(ах)/ = axlna
18.(arctgx)/ = 
19. (arcctgx)/ = -  
20. (arcsinx)/ = .
21.(arccosx)/ = -  



Примеры.
1.(5х3+4х-7)/ = 15х2+4
2.(х3(х8-10х))/ = (х3)/ (х8-10х)+ (х8-10х)/ х3 = 3х2(х8-10х)+(8х7-10)х3=3х10-30х3+8х10-10х3=11 х10-40 х3
3.=  =  = 
4.(2sinx – 5 cosx)| = 2cosx + 5sinx
5.(х +  +  – )/ =(х+х-1+х-2-)/=1-1х-2-2х-3-= 1 –  –  – 

Геометрический смысл производной.
1.Значение производной функции f(x) в точке х0 равна угловому коэффициенту касательной, проведённой к графику данной функции в точке с абсциссой х0.
к = tg =f/(х0)
2.Уравнение касательной к кривой, проведённой в точку касания:
у – у0 = у/(х0)(х – х0).
3.Прямая, перпендикулярная касательной в точке касания, называется нормалью к кривой. Уравнение нормали: у – у0 = (х – х0).

Примеры.
1.Написать уравнения касательной и нормали к графику функции у = х2 + 5 в точке с абсциссой х0 = 2.
Решение:
а) Исходя из уравнения касательной: у – у0 = у/(х0)(х – х0), необходимо найти у0 и (х0).
б) у0 =у(х0) = 22+5 = 9
в)= 2х
   (2) = 4
г) Подставим полученные значения в формулы касательной и нормали:
     
	у – у0 = у/(х0)(х – х0)
    у – 9 = 4 (х – 2)     
у  = 4х + 1 –
уравнение касательной

	у – у0 = (х – х0)
у – 9 = (х – 2)
у = х + 9,5 – 
уравнение нормали





Физический смысл первой производной.
Мгновенная скорость движения точки в любой момент времени t есть производная пути S по времени t: V = S/.
Примеры. Тело движется прямолинейно и равноускоренно по закону
 s = 5t2 + 8t + 10(м). Найти: 
1.Скорость движения в конце 8 секунды.
2. По истечении скольких секунд скорость достигнет 128.
Решение:
1)V = S/.	
   V = (5t2 + 8t + 10)| = 10t + 8
   V(8) = 108 + 8 = 88( 
2. V = S/.
     V = 10t + 8 
     V = 128    
     следовательно: 10t + 8 = 128
     10t = 120
      t = 12(сек)
Ответ: 1. 88     2. через 12 сек.
Задачи для самостоятельного решения
Задание 1. Вычислить производные функций.
86) 5х4 + 6х9 -9
87) 18х2 +16х3 +19
88) (х2-7)(х3 + 9)
89) (4х4-8)(3х3 -10)
90)                                          
91)  
92) -3х-5 + 15х-4 – 2х-3 + х-1 +2
92) 4х0,75 + 3х0,5 + 4х2 +3х
93).
94) х2
95) 
Задание 2. Решить задачи.
96) Составить уравнение касательной к графику функции у = х3 – 2х2 + 2 в точке х0 = 1.
97) Написать уравнение касательной у = в точке А(2;3).
98) Составить уравнение нормали к кривой у = х3 + 4х2 – 1 в точке с абсциссой х0 = -1.                                               
99) Какой угол (острый или тупой) образует с положительным направлением оси х касательная к графику функции у = х +  в точке с абсциссой х0 = 2.
100) Написать уравнение касательной к графику функции у = х +ln(2х+1) в точке с абсциссой х0 = е.
101) Найти угловой коэффициент к графику функции у = lnx в точке с абсциссой  х0 = 1.
102) В какой точке касательная к кривой у = lnx наклонена к оси ОХ под углом .
103) Написать уравнение нормали к кривой у = ех в точке с абсциссой 0.
104)  В каких  точках касательные к кривой у = х3 + х – 2 параллельны прямой  у = 4х – 1?
105) Закон движения точки выражается формулой S = 1 + t2 +  .
106) Точка движется по закону S = 0,25(t4 -4t3+2t2 -12t)м. В какой момент времени точка остановится.
107) Какая из этих функций у = 2х + 5, у = ех, у = 0,5х2 имеет наибольшую скорость изменения в точке х0 = 0; 1; 2.



Контрольные вопросы
1. Дайте определение производной
2. В чем состоит физический смысл производной?
3. В чем состоит геометрический смысл производной?
4. Запишите уравнение касательной.
5. Расскажите правила дифференцирования.


Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Практическая работа №19 
Тема: «Вычисление производных сложных функций»
Цель: формировать умение определять сложную функцию вычислять ее производную
При выполнении практической работы студент должен знать:
· понятие сложной функции
· правило вычисления производной сложной функции
После окончания занятия необходимо уметь:
· находить производную сложной функции
Формируемые компетенции:
Порядок выполнения работы:
1.Повторитьтеоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения.
Определение. Сложная функция – это функция (внешняя функция), аргументом которой является другая функция (внутренняя функция).

Теорема. Пусть у = у (U) и U = V(x) – дифференцируемые функции. Тогда сложная функция у = у (U) есть так же дифференцируемая функция, причём у/ = . Эта теорема справедлива для любого конечного числа дифференцируемых функций, её составляющих.

Примеры. Вычислить производные сложной функции.
1.((х3 + х2 + 6)4)/ = 4(х3 + х2 + 6)3(3х2 + 2х)
2.()/ =  = 
3.(sin3 2x)| = 3 sin2 2x cos2x 2 = 6 sin2 2x cos2x
4.(lnlog2 (8x+1))/ = 8
5.()/ = 4x3
Задания для самостоятельной работы
1. Задание 1. Найти производные сложных функций
2. 108) (х2+4х)4                                                             
3. 109) (зх3+4х4-8)3                                                               
4. 110) (9х3+14х4-18)6                               
5. 111) ( - )4
6. 112) 
7. 113) 
8. 114) 
9. 115) х                                     
10. 116) 
11. 117)  ln5x
12. 118)  ln3x4
13. 119)  log3
14. 120) lg
15. 121) lnln(2x+1)
16. 122) 
17. 123) log4
18. 124) ln2x + 
19. 125) e-5x
20. 126) 
21. 127) 0,5(e3x + e -3x )
22. 128) lnsinex 
23. 129) lnlog3(x3 + x2)
24. 130) lncos
25. 131) sin36x
26. 132)  
27. 133) 
28. 134) 0,3(lntg2x + lncos23x)
29. 135) lg                                           
30. 136) 
31. 137) 
32. 138) arcctg
33. 139)  - accos
34. 140) arcsin(3ln2x)
Задание 2. Решить задачи.
1. 141) Написать уравнение касательной к графику функции: 
2. 1)у = +2х, параллельная прямой у = 4х – 1. 
2) у = х2 – ln(2x-1), параллельной прямой  у = 2х – 3.
3. 143)  Найти угол между касательной к графику функции у = ln(2x + 1) в точке с абсциссой 1.
4. 144) Точка совершает гармоническое колебание по закону: f(t) = . Найти скорость в момент времени t1=c, t2 = c, t3 = 1c.

Контрольные вопросы
1. Какая функция называется сложной?
2. Как находить производную сложной функции?
3. Применимы ли правила и формулы дифференцирования для нахождения производной сложной функции?

Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Практическая работа №20 
Тема: «Нахождение экстремумов. Нахождение точек перегиба по производной второго порядка. Исследование функции.»
Цель: сформировать умение применять производную к исследованию функции
При выполнении практической работы студент должен знать:
· понятие критических точек
· понятие точек экстремума
· алгоритм нахождения критических точек
· алгоритм нахождения точек экстремума
· понятие второй производной
· понятие точек перегиба

После окончания занятия необходимо уметь:
· находить критические точки
· находить вторую производную
· находить почки экстремума
· находить точки перегиба
Формируемые компетенции:
Порядок выполнения работы:
1.Повторитьтеоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения.
Определение. Производная от первой производной называется второй производной и обозначается: у//.
Производная от второй производной называется третьей производной и т.д.

Физический смысл второй производной.
Вторая производная f//(х) выражает скорость изменения первой производной, то есть ускорение изменения функции у = f(x).           а = V/  = S//
Примеры: 1.Найти вторую производную функции: у = sin4x.
y/ = 4cos4x, y// = -16sin4x
2. Найти у//(0), если у = х3 + 2х2.
у/ = 3х2 +4х
у// = 6х + 4
у// (0) = 0 + 4 = 4
Определение. Точка х0 из области определения функции (х) называется точкой минимума этой функции, если найдётся такая б - окрестность
(х0 - б; х0 + б) точки х0, что для всех х≠х0 из этой окрестности выполняется неравенство (х)>(х0 ).
Определение. Точка х0 из области определения функции (х) называется точкой максимума, если найдётся такая б - окрестность (х0 - б; х0 + б) точки х0, что для всех х ≠ х0 из этой окрестности выполняется неравенство (х)<(х0).
Определение. Точки минимума и максимума называются точками экстремума, а значения функции в этих точках называются экстремумами функции.
Теорема Ферма (необходимое условие существования экстремума).
Если точка х0 является точкой экстремума функции у=(х) и в этой точке существует производная ’(х0), то ’(х0) = 0.
Определение. Точки, в которых производная обращается в ноль или не существует, называются критическими точками (1 рода).
Теорема (достаточное условие существования экстремума).
Пусть функция у=(х) непрерывна в х0 и в некоторой её окрестности имеет производную, кроме, может быть самой точки х0, тогда: 
1) если производная ’(х) при переходе через точку х0, меняет знак с плюса на минус, то х0,  является точкой максимума.
2) если производная ’(х) при переходе через точку х0 меняет знак с минуса на плюс, то точка х0 является точкой минимума.
3) если производная ’(х) при переходе через точку х0 не меняет знак, то в точке х0 функция не имеет экстремума.
АЛГОРИТМ.
1.Находим область определения функции.
2. Находим производную функции у’= ’(х).
3. Находим корни производной и точки, в которых производная не существует.
4.Разбиваем полученными точками область определения функции на промежутки.
5. Определяем знак ’(х) в каждом из полученных промежутков.
6. Выделяем те точки, в которых функция определена и по разные их стороны производная имеет разные знаки. Это и есть экстремальные точки:
 а) Если при переходе через точку х0  ’(х) меняет знак с «+» на «-», 
то х0 - точка max
б)  Если при переходе через точку х0  ’(х) меняет знак с «-» на «+»,  
то х0 - точка min.                            
7. Находим значения функции в точках экстремумов.
Пример:        у =  - 2х2 + 3х – 4.  Исследовать функцию на экстремум.  
D(у)=R   у’=х2-4х+3 	
х2-4х+3=0 
 х1=1, х2=3                                        
                      + max – min +       х
                       1             3 
уmax(1)=-2 2/3                 уmin(3)=-4
Пример:	  у =   .    Исследовать функцию на экстремум.
	 у/ =  =                     D(у) = R \ {3}
	Корней производная не имеет, но существуют точки, в которых производная не существует:
 (
+
)	    (х-3)2=0   х1,2=3
	              -   3   -         х                         
При переходе через точку, производная не изменяет свой знак, поэтому в точке х = 3 экстремумов нет.
Ответ: экстремумов не существует.
Определение. График функции у=(х), х є (a;b) называется выпуклым вверх на интервале (a;b), если график расположен ниже любой касательной, проведённой к графику функции в точках (a;b).
Определение. График функции у=(х), х є (a;b) называется выпуклым вниз на интервале (a;b), если он расположен выше любой касательной, проведенной к графику функции в точках (a;b).
Теорема (достаточное условие выпуклости функции).
Если на интервале (a;b) дважды дифференцируемая функция у =(х), х є (a;b) имеет отрицательную (положительную) вторую производную, то график функции обращен выпуклостью вверх (вниз). 
Определение. Точки, в которых вторая производная равна нулю или не существует, называются критическими точками (2 рода).
Определение. Точкой перегиба называется такая точка, которая отделяет участок выпуклости от участка вогнутости.

Теорема (достаточное условие существования точек перегиба).
Если функция у =(х), х є (a;b) дважды дифференцируема на интервале (a;b) и при переходе через х0 є (a;b) вторая производная ”(х) меняет знак то точка кривой с абсциссой х =х0, является точкой перегиба.
АЛГОРИТМ.
1. Находим область определения функции.
2. Находим ’(х).
3. Находим ”(х).
4. Находим критические точки 2 рода.
5. Разбиваем область определения функции полученными точками 
на промежутки и определяем знак ”(х) в каждом из них:
6. а) если ”(х) < 0 на (a;b), то (х) выпукла вниз на  (a;b)
б) если ”(х) > 0 на (a;b), то (х) выпукла вверх на (a;b)
7. Из критических точек выделяем те, в которых (х) определена и 
”(х) имеет разные знаки по разным сторонам каждой из них.
 8.  Находим значения функции в выделенных точках.
Пример: Исследовать функцию на выпуклость и точки перегиба:  
        у=х²+4х+3            D(у) = R
	у’=2х+4                  
	у”=2>0 => кривая выпукла вниз на D(у)
	Ответ: кривая выпукла вниз при х є (-∞;+∞).
Пример: Исследовать функцию на выпуклость и точки перегиба:
 у=х4-10х³+36х²-31х-37
у’=4х³-30х²+72х-31
у”=12х²-60х+72
 Критические точки 2 рода
 12х²-60х+72=0
   х²-5х+6=0	
   х1=2  х2=3               
                          знак у//
   2     ∩    3                           
 у(2) = -19         у(3) = 5
 Ответ: кривая выпукла вверх при х є (2;3), кривая выпукла вниз при 
х є (-∞;2)(3;+∞) .     А(2; -19) и В(3; 5) – точки перегиба.  
Задания для самостоятельной работы.
Задание 1. Исследовать функции на экстремум:
165) у = х2 + 4х
166)у = -х2 + 6х
167)у = х3 – 3х                                 
168)у = - х3 + 3х
169) у = х3+х2-8х+1
170) у = х4-12х2+24х-3
171) у = х4-8х3+22х2-24х+12
172)у =                	
173)у =                                              
174)у = 2х4  - 1
175)у = 2х4 – х
176)у = 0,25х4 + 8
177)у = х3 – 4,5х2 + 6х – 2
178)у =  +  - 6х + 1
179)у = -  + 3,5х2 – 6х + 2
180)у = х4 -8х3  + 22 х2 – 24х + 12
181)у = (х2 – 8) ех
182)у = 
Задание2. Вычислить вторую производную функции:
145) а) 18х2 +16х3 +19             б) 8х4 - 6х5 +180
         в) ln4x                                 г)                                             
         д) sin26x                              е)
         ж) х + 
146) Показать, что функция у = 4 - 5х удовлетворяет уравнению: 
у/// - 3у/ + 2у = 0.
147)  По прямой движутся две точки. Определить, в какие моменты времени они будут иметь одинаковые ускорения, если f(x) = t4 + 2t3 + 5t +1, а g(x) = 12t2.
148) Выяснить, удовлетворяет ли функция у = х2  уравнению у// + у/ + 3у = 0.
149)  Найти значение третьей производной функции у = xln2x в точке х =2.
150)  у = хе2х. Найти: у//(0), у//(1).
151)  В какие моменты времени точки будут иметь одинаковые ускорения: 
f(x) = et, g(x) = 5t2 +  t + 0,5.
152)  S = 2t3 + 4t2 -7(м). Определить ускорение и скорость движения точки через 3 секунды от начала движения.
Задание 3. Исследовать функции на выпуклость и точки перегиба:
193)у = х²+5х+6
194)у = -х²+2х
195)у = х³-6х²+2х-6                      
196)у = х³-х
197)у = х³-3х²+8х-4
198)у = х4-10х³+36х²-100
199)у =  х4-8х³+10х²-48х+31
200)у = х4-2х³+ 6х – 4
201)у = хех
202)у = 
203)у = ln(x2 + 4)
204)у = 
205)у = хе –х  


Контрольные вопросы.
1. Дайте определение второй производной
2. Какие точки функции называются критическими точками второго рода?
3. Как найти промежутки выпуклости?
4. Как найти точки перегиба?

Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Практическая работа №21 
Тема: «Исследование функции. Нахождение наибольшего, наименьшего значение функции на отрезке»
Цель: научиться применять производную к исследованию функции, нахождению наибольшего и наименьшего значения функции на отрезке
При выполнении практической работы студент должен знать:
· схему исследования функции
· алгоритм нахождения наибольшего, наименьшего значение функции на отрезке
После окончания занятия необходимо уметь:
· применять схему исследования функции
· применять алгоритм нахождения наибольшего, наименьшего значение функции на отрезке


Формируемые компетенции:
Порядок выполнения работы:
1.Повторитьтеоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения.
Построение графика функции с помощью производной.
Алгоритм исследования функции.
1. Найти область определения функции D(у).
2. Исследовать функцию на  чётность - нечетность, периодичность.
3. Найти промежутки знакопостоянства функции.
4. Найти промежутки монотонности и её экстремумы.
5. Найти промежутки выпуклости и вогнутости, точки перегиба.
6. Найти точки пересечения графика с осями координат (если возможно).
7. Дополнительные точки.
8. Построить график.
Пример. Исследовать функцию у = х3 – 3х2 и построить ее график.
1. Найдём область определения: D(y) = (- ∞; + ∞).
2. у(-х) = - х3 – 3х2 - функция не является ни чётной ни нечётной. График симметрии не имеет.
3. Исследуем функцию на монотонность и экстремум:
 y´ = 3x2 - 6x = 3x(x-2)
 3x(x - 2) = 0 
 x = 0,    x = 2 – критические точки функции
 (
0
2
max
min
+
-
+
0
2
max
min
+
-
+
)
Функция возрастает на промежутках: (- ∞; 0); (2; + ∞).
Функция убывает на промежутке: (0; 2).
Точки экстремума: хmax = 0;  xmin = 2.
Экстремумы функции: f(0) = 03 – 3∙02 = 0;   f(2) = 23 – 3∙22 = 8 – 12 = - 4.
Точки, соответствующие точкам экстремума: А(0; 0);  В(2; - 4).
4. Исследуем функцию на выпуклость
  у´´ = 6х – 6
  6х – 6 = 0
        х = 1 – критическая точка второго рода
	 (
1
-
+
у´´
1
х
-
+
у´´
) 
График функции выпуклый вверх на промежутке: (- ∞; 1)
График функции выпуклый вниз на промежутке: (1; +  ∞)
f(1) = 13 – 3∙12 = 1 – 3 = - 2
Точка перегиба:  С(1; - 2)
5. Дополнительные точки:
х = - 1:  f(-1) =( -1)3 – 3∙(-1)2 = - 1 – 3 = - 4;    D(- 1; -4)
х = 3: f(3) = 33 – 3∙32 = 27 – 27 = 0;   E (3; 0).
6.  Построение графика функции[image: рис3]
Наибольшее и наименьшее значения функции.
Если функция у = (х) непрерывна на отрезке [a;b], то на этом отрезке всегда найдутся точки, в которых функция принимает наибольшее и наименьшее значения. Эти значения достигаются в критических точках или на концах данного отрезка. 
Наибольшее значение достигается либо во внутренней точке максимума, либо на концах отрезка; наименьшее – либо во внутренней точке минимума, либо на концах отрезка.
АЛГОРИТМ.
1.Находим производную ’(х).
2.Находим критические точки (1 рода).
3.Проверяем, какие из значений х принадлежат данной нам области определения.
4.Находим экстремальные значения и значения функции на концах отрезка: (a) и (b).
5.Из найденных значений выбираем наибольшее и наименьшее.

Пример 1:  у=-3х²+4х-8,  х є [0;1]. Исследовать функцию на наибольшее и наименьшее значения.
у’=-6х+4
 –6х+4=0
 -6х=4
х=2/3   є [0;1]
у = - 6
у (0) = -у(1) = -3 + 4 – 8 = -7       Ответ: унаиб = - 6; унаим = -8

Пример 2. Исследовать функцию на наибольшее и наименьшее значения:
у = , х принадлежит 
у/ =  =  
Критические точки (1 рода):           
-х=0             25-х²=0     
 х1=0 є [-4;4]     
 х3=-5 є [-4;4]                             
 х2=5 є [-4;4]          
 (0) = 5 – наибольшее,  (- 4) = 3   -  наименьшее , (4) = 3                
Ответ: унаиб.(0)=5;  унаим.(-4)=3, унаим.(4)=3.
Задания для самостоятельной работы.
Задание 1. Исследовать функцию на наибольшее и наименьшее значение:
183)у = х2 -6х + 3, [0;6]    
184)у = 0,5х2 - х3, [1;3]    	          
185)у = 6х2 – х3, [-1;6]    
186)у = х3 –3х2 – 9х + 35, [-4;4]    
187)у = - х3 +9х2 – 24х + 10, [0;3]             
188)у = х3 +3х2 – 9х - 7, [-4;3] 
189)у = 6х2 – 3х4  - 1, [-2;2] 
190)у =  , х – любое число
191)у =  , [0;4] 
192)у = хln2х, [; е] 
Задание 2. Исследовать функцию  с помощью производной и построить ее график:
206.у = -х3 + 3х2 – 4
207.у = 4х2 – х4
208.у = 2х3 – 6х2 + 4
209.у = х4 – 2х3 – 3
210.у = 3х – х3
211.у = 3х2 – 2х3 + 6
212.у = х4 – 2х2 + 1
213.у = х4 – 4х
214.у = 3х4 – 4х3
215.у = - 3х3 + 6х2 – 5х

216.у = 

217.у = х3 - 4х – 3
218.у = х3 + 3х + 2
219.у = (х – 1)3 – 3(х – 1)

220.у = 
221.у = х3 - 4х2 – 3х + 6
222.у = 6х2 - 9х – х3
223.у = 0,1(х4 – 8х2 – 9) 
224.На рисунках изображены графики производной функции  у =  f ´(x). Исследуйте функцию  у =  f(x) на монотонность и экстремум.
а)    [image: произ7]                                                                            
   б)     [image: произ8]
Задание 3. (ПОС)
При благоустройстве парка требуется вырыть фонтан объемом 32кв.м., имеющий квадратное дно так, чтобы на облицовку пошло наименьшее количество материала. Каковы должны быть размеры фонтана?		
Контрольные вопросы.
1. Какие свойства функции можно установить по ее производной7
2. Каков алгоритм нахождения набольшего и наименьшего значений функции на отрезке?

Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Практическая работа №22 
Тема: «Нахождение дифференциалов функций»
Цель: сформировать умение находить дифференциалы функций
При выполнении практической работы студент должен знать:
· определение дифференциала функций
· формулы для нахождения дифференциала

После окончания занятия необходимо уметь:
· находить дифференциал простых и сложных функций
Формируемые компетенции:
Порядок выполнения работы:
1.Повторитьтеоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения.
Пусть функция у=ƒ(х) имеет в точке х отличную от нуля производную.
[image: http://www.znannya.org/images/math/lect/lect1-19-pic/lect1966.jpg]
Тогда, по теореме о связи функции, ее предела и бесконечно малой функции, можно записать  у/ х=ƒ'(х)+α, где α→0 при ∆х→0, или ∆у=ƒ'(х)•∆х+α•∆х.
Таким образом, приращение функции ∆у представляет собой сумму двух слагаемых ƒ'(х)•∆х и а•∆х, являющихся бесконечно малыми при ∆x→0. При этом первое слагаемое есть бесконечно малая функция одного порядка с ∆х, так как[image: http://www.znannya.org/images/math/lect/lect1-19-pic/lect1967.jpg]а второе слагаемое есть бесконечно малая функция более высокого порядка, чем ∆х:
[image: http://www.znannya.org/images/math/lect/lect1-19-pic/lect1968.jpg]
Поэтому первое слагаемое ƒ'(х) ∆х называют главной частью приращения функции ∆у.
Дифференциалом функции у=ƒ(х) в точке х называется главная часть ее приращения, равная произведению производной функции на приращение аргумента, и обозначается dу (или dƒ(х)):
dy=ƒ'(х)•∆х.                                             (24.1)
Дифференциал dу называют также дифференциалом первого порядка. Найдем дифференциал независимой переменной х, т. е. дифференциал функции у=х.
Так как у'=х'=1, то, согласно формуле (24.1), имеем dy=dx=∆x, т. е. дифференциал независимой переменной равен приращению этой переменной: dх=∆х.
Поэтому формулу (24.1) можно записать так:
dy=ƒ'(х)dх,                                              (24.2)
иными словами, дифференциал функции равен произведению производной этой функции на дифференциал независимой переменной.
Из формулы (24.2) следует равенство dy/dx=ƒ'(х). Теперь обозначение
производной dy/dx можно рассматривать как отношение дифференциалов dy и dх.
<< Пример 24.1   
Найти дифференциал функции ƒ(х)=3x2-sin(l+2x).

Решение: По формуле dy=ƒ'(х) dx находим
dy=(3х2-sin(l+2x))'dx=(6х-2cos(l+2х))dx.

<< Пример 24.2
Найти дифференциал функции
[image: http://www.znannya.org/images/math/lect/lect1-19-pic/lect1969.jpg]
Вычислить dy при х=0, dx=0,1.

Решение:
[image: http://www.znannya.org/images/math/lect/lect1-19-pic/lect1970.jpg]
Подставив х=0 и dx=0.1, получим
[image: http://www.znannya.org/images/math/lect/lect1-19-pic/lect1971.jpg]
3 Основные теоремы о дифференциалах
Основные теоремы о дифференциалах легко получить, используя связь дифференциала и производной функции (dy=f'(x)dx) и соответствующие теоремы о производных.
Например, так как производная функции у=с равна нулю, то дифференциал постоянной величины равен нулю: dy=с'dx=0•dx=0.
Теорема 24.1. Дифференциал суммы, произведения и частного двух дифференцируемых функций определяются следующими формулами:
[image: http://www.znannya.org/images/math/lect/lect1-20-pic/lect205.jpg]
Докажем, например, вторую формулу. По определению дифференциала имеем:
d(uv)=(uv)'dx=(uv'+vu')dx=vu'dx+uv'dx=udv+vdu
Теорема 24.2. Дифференциал сложной функции равен произведению производной этой функции по промежуточному аргументу на дифференциал этого промежуточного аргумента.
Пусть у=ƒ(u) и u=φ(х) две дифференцируемые функции, образующие сложную функцию у=ƒ(φ(х)). По теореме о производной сложной функции можно написать
у'х=у'u•u'x.
Умножив обе части этого равенства на dx, поучаем у'хdx=у'u•u'хdx. Но у'хdx=dy и u'хdx=du. Следовательно, последнее равенство можно переписать так:
dy=у'udu.
Сравнивая формулы dy=у'х•dx и dy=у'u•du, видим, что первый дифференциал функции у=ƒ(х) определяется одной и той же формулой независимо от того, является ли ее аргумент независимой переменной или является функцией другого аргумента.
Это свойство дифференциала называют инвариантностью (неизменностью) формы первого дифференциала.
Формула dy=у'х•dx по внешнему виду совпадает с формулой dy=у'u•du, но между ними есть принципиальное отличие: в первой формуле х — независимая переменная, следовательно, dx=∆х, во второй формуле и есть функция от х, поэтому, вообще говоря, du≠∆u.
С помощью определения дифференциала и основных теорем о дифференциалах легко преобразовать таблицу производных в таблицу дифференциалов.
Например: d(cosu)=(cosu)'udu=-sinu•du
[bookmark: 24.4]24.4. Таблица дифференциалов
[image: http://www.znannya.org/images/math/lect/lect1-20-pic/lect206.jpg][image: http://www.znannya.org/images/math/lect/lect1-20-pic/lect207.jpg][image: http://www.znannya.org/images/math/lect/lect1-20-pic/lect208.jpg]
Задания для самостоятельной работы.
Задание 1. Найти дифференциалы  функций.
86) 5х4 + 6х9 -9
87) 18х2 +16х3 +19
88) (х2-7)(х3 + 9)
89) (4х4-8)(3х3 -10)
90)                                          
91)  
92) -3х-5 + 15х-4 – 2х-3 + х-1 +2
92) 4х0,75 + 3х0,5 + 4х2 +3х
93).
94) х2
95) 

Контрольные вопросы.
1. Дайте определение дифференциала функции.
2. В чем состоит геометрический смысл дифференциала?
3. По какой формуле находится дифференциал?

Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Практическая работа №23 
Тема: «Вычисление приближенных значений функции. Оценка погрешности»
Цель: отработка умений и навыков выполнения приближенных вычислений с помощью дифференциала.

При выполнении практической работы студент должен знать:
· понятие дифференциала
· правила нахождения
· что такое абсолютная  погрешность
· что такое относительная  погрешность
После окончания занятия необходимо уметь:
· находить дифференциал
· применять для нахождения приближенного значения функции
· оценивать погрешность
Формируемые компетенции:
Порядок выполнения работы:
        1.Повторитьтеоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения.
Постановка задачи. Вычислить приближенно с помощью дифференциала значение функции [image: 0,31 Kb] в точке х.
План решения. Если приращение [image: 0,29 Kb] аргумента х мало по абсолютной величине, то
[image: 0,78 Kb]. (1)
1. Выбираем точку  х0, ближайшую к х  и такую, чтобы легко вычислялись значения [image: 0,29 Kb] и [image: 0,29 Kb].
2. Вычисляем [image: 0,29 Kb], [image: 0,29 Kb] и [image: 0,29 Kb].
3. По формуле (1) вычисляем [image: 0,27 Kb].

Пример 1.  Вычислить приближенно с помощью дифференциала.
[image: 0,45 Kb].
В нашем случае:
[image: 0,23 Kb], [image: 0,36 Kb], [image: 0,42 Kb].
Вычисляем:
[image: 0,43 Kb];
[image: 0,45 Kb], [image: 0,46 Kb].
Имеем:
[image: 0,68 Kb]

Пример 2. Вычислить приближенно с помощью дифференциала значение функции [image: http://zadachi2005.narod.ru/pr_diz_files/image013.gif] в точке х=1,97.
 Решение:
Ближайшая к 1,97 точка, где легко вычислить значение функции и ее производной это 2.
Вычисляем:
 [image: http://zadachi2005.narod.ru/pr_diz_files/image014.gif]
 Далее по формуле [image: http://zadachi2005.narod.ru/pr_diz_files/image015.gif] получаем:
 [image: http://zadachi2005.narod.ru/pr_diz_files/image016.gif]

Пример 3. Дана степенная функция  у = хn.  Зафиксируем точку  х0  и применим полученную выше формулу: 
[image: ]
Например,
2,00017 = (2 + 0.0001)7 [image: ]27 + 7 [image: ]26 [image: ]0,0001 = 128 + 0,0448 = 128,0448 = =128,04
Ту же формулу можно применить и для приближенного вычисления корней, учитывая, что  [image: ]
Получим  [image: ]
Например, 
[image: ]
[image: ]
Полезно запомнить формулы 
при  х0 =1:                   [image: ]
 Абсолютная погрешность вычислений находится по формуле:
[image: http://mathprofi.ru/f/priblizhennye_vychislenija_s_pomoshju_differenciala_clip_image086.gif]
Относительная погрешность вычислений находится по формуле:
[image: http://mathprofi.ru/f/priblizhennye_vychislenija_s_pomoshju_differenciala_clip_image088.gif], или. Что то же самое
[image: http://mathprofi.ru/f/priblizhennye_vychislenija_s_pomoshju_differenciala_clip_image090.gif]
Относительная погрешность показывает, на сколько процентов приближенный результат отклонился от точного значения
Задания для самостоятельной работы.


Задание 1. Вычислить приближенно с помощью дифференциала значение функции y в заданной точке x. Найти абсолютную и относительную погрешность.
	1. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 1]
	 2. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 2]

	 3. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 3]
	 4. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 4]

	 5. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 5]
	 6. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 6]

	 7. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 7]
	 8. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 8]

	 9. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 9]
	 10. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 10]

	 11. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 11]
	 12. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 12]

	 13. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 13]
	 14. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 14]

	 15. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 15]
	 16. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 16]

	 17. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 17]
	 18. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 18]

	 19. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 19]
	 20. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 20]

	 21. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 21]
	 22. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 22]

	 23. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 23]
	 24. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 24]

	 25. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 25]
	 26. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 26]

	 27. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 27]
	 28. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 28]

	 29. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 29]
	 30. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 30]

	 31. [image: Дифференцирование. Задача 4. Вариант 31]
	 



Задание 2. Вычислить приближенное значение [image: http://www.sibupk.nsk.su/Public/Chairs/c_maths/M/Pic/23.gif], заменяя приращение функции [image: http://www.sibupk.nsk.su/Public/Chairs/c_maths/M/Pic/24.gif]дифференциалом.
	32.     n=3,  a=125,93
	37.     n=4,  a=255,16

	33.     n=5,  a=242,05
	38.     n=3,  a=124,07

	34.     n=4,  a=256,96
	39.     n=5,  a=243,95

	35.     n=3,  a=216,99
	40.     n=4,  a= 81,84

	36.     n=5,  a= 32,85
	41.     n=3,  a=215,04




Контрольные вопросы.
1. Дайте определение дифференциала функции.
2. В чем заключается геометрический смысл дифференциала?
3. Как находится абсолютная погрешность?
4. Как находится относительная  погрешность?

Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Практическая работа №24
Тема: «Применение дифференциала к решению задач»
Цель: формирование умения применять дифференциал к решению задач
При выполнении практической работы студент должен знать:
· понятие дифференциала
· понятие погрешности

После окончания занятия необходимо уметь:
· находить дифференциал функции
· оценивать погрешность
Формируемые компетенции:
Порядок выполнения работы:
 1.Повторитьтеоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения.






Применение дифференциала к приближенному вычислению значений функции основано на замене приращения , которое  может быть очень сложным образом зависеть от, достаточно простым выражением ,  т.е.  для малых   с малой относительной ошибкой. Или , откуда получается
	

 = 


Пояснение 



Функция  заменяется линейной функцией . Геометрически, при достаточно малом  «участок» кривой заменяется «участком» касательной к этой кривой в точке х.
Как всегда, при приближенных вычислениях, не менее важным всегда стоит вопрос об оценке погрешности (как правило, эта часть задачи более сложная). По разным причинам, здесь это делаться не будет.

Пример 4.  Как приближенно изменится значение функции , если аргумент изменится от – 3 до – 2,7?

	
Для приближенного вычисления приращения функции в данной точке: .



Воспользуемся формулой.

1) Так как аргумент изменился от – 3 до – 2,7, положим .


2) Вычислим приращение аргумента: ; .

3) Найдем дифференциал функции:.  

.

Ответ. .
Пример 5.


Найти приближенное значение функции при.
	Для приближенного вычисления значения функции в данной точке:

.




Воспользуемся формулой .


1) Введем обозначения: и .( Точку х0выбираем близко к  данному значению аргумента и так, чтобы значение функции легко вычислялось).

2) .

3) .

4) .

5) .


6) .

Ответ. 

Пример 6. Вычислить  .
	Для вычисления приближенного значения выражения
1. Ввести соответствующую функцию.

2. Выбрать такое значение х0,близкое к данному значению аргумента и  при котором функция легко вычисляется. Найти значение функции в этой точке . Найти  
3. Найти дифференциал функции в точке х0 . 

4. Найти приближенное значение функции по формуле 




1. Введем функцию .


2. . Тогда положим   .

Значение функции в точке х0:


3. , т.е.   .
4. Получаем

.
Задания для самостоятельной работы
1. С помощью дифференциала вычислить приближенно [image: https://www.webmath.ru/primeri_reshenii/images/derivative/primeri_678.png]
2. С помощью дифференциала вычислить приближенно [image: https://www.webmath.ru/primeri_reshenii/images/derivative/primeri_669.png]
3. С помощью дифференциала вычислить приближенно [image: https://www.webmath.ru/primeri_reshenii/images/derivative/primeri_686.png]
4. С помощью дифференциала вычислить приближенно [image: https://www.webmath.ru/primeri_reshenii/images/derivative/primeri_694.png]
5. С помощью дифференциала вычислить приближенно [image: https://www.webmath.ru/primeri_reshenii/images/derivative/primeri_702.png]
6. 
С помощью дифференциала вычислить приближенно [image: https://www.webmath.ru/primeri_reshenii/images/derivative/primeri_711.png]
7. С помощью дифференциала вычислить приближенно [image: https://www.webmath.ru/primeri_reshenii/images/derivative/primeri_719.png]
8. С помощью дифференциала вычислить приближенно [image: https://www.webmath.ru/primeri_reshenii/images/derivative/primeri_727.png]
9. С помощью дифференциала вычислить приближенно [image: https://www.webmath.ru/primeri_reshenii/images/derivative/primeri_758.png]
10. 
С помощью дифференциала вычислить приближенно [image: https://www.webmath.ru/primeri_reshenii/images/derivative/primeri_746.png]
11. На сколько возрастет площадь круга если радиус увеличить с 3 см. до 3, 03 см.
12. Ребро куба длиной 30 см. увеличено на 0,1 см. определить приближенно величину изменения объема куба и найти погрешность этого приближения.

Контрольные вопросы.
1. С помощью чего можно вычислить приближенное значение функции?
2. Дайте определение дифференциала функции.
3. Как оценить погрешность?

Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Практическая работа №25 
Тема: «Вычисление неопределенного и определенного интеграла различными методами»
Цель: отработка умений и навыков вычисления неопределенных интегралов различными методами.
При выполнении практической работы студент должен знать:
· понятие определенного и неопределенного интеграла
· табличные интегралы
· методы интегрирования
После окончания занятия необходимо уметь:
· находить определенны и неопределенный интеграл различными методами
Формируемые компетенции:
Порядок выполнения работы:
1.Повторитьтеоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения.
[bookmark: _Toc66901389][bookmark: _Toc68635017][bookmark: _Toc69189131][bookmark: _Toc70352487]Неопределенные интегралы




Совокупность всех первообразных  функции f(x) называется неопределенным интегралом от функции f(x) и обозначается символом , т.е. .
В этом равенстве f(x) называется подынтегральной функцией, а f(x)dx – подынтегральным выражением.

Свойства неопределенных интегралов



1. ;	            4. ;


2. ;	            5. .

3. ;

Таблица простейших интегралов

	
1. ,
	
6. ,

	
2. ,     a1,
	
7. ,

	
2а. ,
	
8. ,

	
2б. ,
	
9. ,

	
2в. ,
	
10. ,

	
3. ,
	
11. ,

	
4. ,
	
12. ,

	
4а. ,
	
13. ,

	
5. ,
	
14. .



Примеры решения интегралов различными методами

Метод непосредственного интегрирования

Непосредственное интегрирование основано на прямом использовании таблицы интегралов. Возможны случаи:
1) данный интеграл находится непосредственно по соответствующему табличному интегралу;
2) данный интеграл после применения свойств 3 и 4 приводится к одному или нескольким табличным интегралам;
3) данный интеграл после элементарных тождественных преобразований над подынтегральной функцией (по членное деление, приведение к виду степенной функции, использование известных тождеств) и применения свойств 3 и 4 приводится к одному или нескольким табличным интегралам.


Пример 1. Найти .
Последовательно применим к данному интегралу свойства 3 и 4, а затем воспользуемся таблицей основных интегралов:




.


Пример 2. Найти 




.
Интегрирование методом подстановки

Вычислить заданный интеграл непосредственным интегрированием удается далеко не всегда, а иногда это связано с большими трудностями. Одним из наиболее эффективных приемов является метод подстановки или замены переменной интегрирования. Сущность этого метода заключается в том, что путем введения новой переменной интегрирования удается свести заданный интеграл к новому интегралу, который сравнительно легко берется непосредственно.


Пример 1. Найти .
Решение: 


.

Пример 2. Найти 


Пример 3. Найти 


Метод интегрирования по частям

Если u(x) и v(x) – дифференцируемые функции, то справедлива формула

.
Данную формулу интегрирования применяют обычно в тех случаях, когда функция u(x) упрощается при дифференцировании, а первообразная для функции v(x) легко находится.

Пример. Вычислить неопределенные интегралы, используя метод интегрирования по частям:


а)       			б) .
Решение. а) При вычислении первого интеграла воспользуемся формулой интегрирования по частям:


.
б) При вычислении второго интеграла также воспользуемся формулой интегрирования по частям. В результате получим



.

Задания для самостоятельной работы

Задание. Вычислите интегралы, используя указанные методы 

	 № варианта
	Непосредственное 
интегрирование
	Метод 
подстановки
	Метод 
интегрирования по частям

	1
	

	

	


	
	

	

	


	
	

	

	


	2
	

	

	


	
	

	

	


	
	

	

	


	3
	

	

	


	
	

	

	


	
	

	

	


	4
	

	

	


	
	

	

	


	
	

	

	


	5
	

	

	


	
	

	

	


	
	

	

	




Контрольные вопросы

1 Дайте определение неопределенного интеграла.
2 В чем заключается метод непосредственного интегрирования?
3 В чем заключается метод интегрирования подстановкой?
4 В чем заключается метод интегрирования по частям?


Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Практическая работа №26

Тема: «Приложения определенного интеграла в геометрии».
Цель: закрепить навыки нахождения  определенного и неопределенного интеграла и его применения  к решению задач..
При выполнении практической работы студент должен знать:
· основные интегралы
· формулу Ньютона- Лейбница
· формулу для вычисления тела вращения
После окончания занятия необходимо уметь:
·  находить первообразные
· применять формулу Ньютона- Лейбница
Формируемые компетенции:
ОК 01. Выбирать способы решения задач профессиональной деятельности применительно к различным контекстам.
ОК 03. Планировать и реализовывать собственное профессиональное и личностное развитие, предпринимательскую деятельность в профессиональной сфере, использовать знания по финансовой грамотности в различных жизненных ситуациях.
Порядок выполнения работы:
 1.Повторитьтеоретический материал по теме.
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения.
Примеры решения задач

Пример 1 . Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями:
  и 
Решение:
Графиком  y=x+2 является прямая линия, а графиком линии 
является парабола, ветви которой направлены вниз.
1. Чтобы построить график прямой необходимо задать две точки:
	x
	0
	1

	y
	2
	3


2. Построение параболы начинается с нахождения координат ее вершины:
;                
;              
Следовательно, координаты вершины параболы (2;16).
Далее найдем точку пересечения с осью Оу:

Далее найдем точки пересечения с осью Ох, решив уравнение:



D=64


3. В одной системе координат строим оба графика и отмечаем штриховкой площадь, которую надо найти:
 (
5
-2
)[image: http://www.pm298.ru/Mathem/ds0101722.JPG]


4. Находим точки пересечения заданных линий. Для этого решаем систему уравнений:

Для нахождения абсцисс точек пересечения заданных линий решаем уравнение:
   или    
Решив квадратное уравнение, находим: x1 = -2, x2 = 5.
Итак, данные линии, представляющие собой параболу и прямую, пересекаются в точках  с абсциссами x1 = -2, x2 = 5.
5. Эти линии образуют замкнутую фигуру, площадь которой вычисляем по указанной выше формуле:


Пример 2. Вычислить площадь, ограниченную линиями y = x2 + 1 и  x + y = 3.
Решение:
Графиком y = 3 – x является прямая линия, а графиком линии  является парабола, ветви которой направлены вверх.
1) Чтобы построить график прямой необходимо задать две точки:

	x
	0
	1

	y
	3
	2



2) Построение параболы начинается с нахождения координат ее вершины:
;                
;              
Следовательно, координаты вершины параболы (0;1)
Далее найдем точку пересечения с осью Оу:

Точек пересечения с осью ОХ парабола не имеет, так как вершина расположена выше оси ОХ и ветви направлены вверх.

3) В одной системе координат строим оба графика и отмечаем штриховкой площадь, которую надо найти:
[image: http://www.pm298.ru/Mathem/ds0101736.JPG]

4) Находим точки пересечения заданных линий. Для этого решаем систему уравнений:
[image: http://www.pm298.ru/Mathem/ds0101735.JPG][image: http://www.pm298.ru/Mathem/ds0201735.JPG]
находим абсциссы точек пересечения x1 = -2 и x2 = 1.



5) Полагая y2 = 3 - x и y1 = x2 + 1, на основании формулы [image: http://www.pm298.ru/Mathem/ds0101737.JPG][image: http://www.pm298.ru/Mathem/ds0201737.JPG]получаем
[image: http://www.pm298.ru/Mathem/ds0101738.JPG][image: http://www.pm298.ru/Mathem/ds0201738.JPG][image: http://www.pm298.ru/Mathem/ds0301738.JPG][image: http://www.pm298.ru/Mathem/ds0401738.JPG][image: http://www.pm298.ru/Mathem/ds0501738.JPG]
[image: http://www.pm298.ru/Mathem/ds0101739.JPG][image: http://www.pm298.ru/Mathem/ds0201739.JPG][image: http://www.pm298.ru/Mathem/ds0301739.JPG]

Вычисление объемов.
При помощи определенного интеграла можно вычислить объем того или иного тела, в частности, тела вращения.
Телом вращения называется тело, полученное вращением криволинейной трапеции вокруг ее основания (рис. 1, 2)
[image: http://festival.1september.ru/articles/641706/img10.jpg] [image: http://festival.1september.ru/articles/641706/img11.gif]

Объем тела вращения вычисляется по одной из формул:
1.[image: http://festival.1september.ru/articles/641706/img12.gif], если вращение криволинейной трапеции вокруг оси ОХ.
2. [image: http://festival.1september.ru/articles/641706/img13.gif] , если вращение криволинейной трапеции вокруг оси ОУ.
Студенты записывают основные формулы в тетрадь..
– Преподаватель объясняет решение примеров на доске.
1. Найти объем тела, получаемого вращением вокруг оси ординат криволинейной трапеции, ограниченной линиями: x2 + y2  = 64, y = -5, y = 5, x = 0.
Решение.
[image: http://festival.1september.ru/articles/641706/img16.gif]
Ответ : 1163 cm3.
2. Найти объем тела, получаемого вращением параболической трапеции, вокруг оси абсцисс y = [image: http://festival.1september.ru/articles/641706/img17.gif], x = 4, y = 0.
Решение .
[image: http://festival.1september.ru/articles/641706/img18.gif]

Задания для самостоятельной работы.

Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой у = ах2 + bх + с  и прямой          у = kх + b. Сделать чертеж. 
1. у = -х2 + 4х - 1;      у = -х - 1.
2. у = х2 - 6х + 7;       у = х + 1
3. у = -х2 + 6х -5;       у = х - 5
4. у = х2 - 6х + 7;       у = -х + 7
5. у =-х2 + 6х - 5;       у = -х + 1
6. у = х2 + 6х + 7;      у = х + 7
7. у = -х2 - 6х - 5;       у = х + 1
8. у = х2 + 6х + 7;      у = -х + 1
9. у = -х2 - 6х - 6;       у = -х - 6
10.  у = х2 - 4х + 1;       у = х + 1
11. Фигура, заштрихованная на рисунке, вращается вокруг оси ОХ . Найти объем полученного тела



[image: ][image: ]
12. Фигура, заштрихованная на рисунке, вращается вокруг оси ОХ . Найти объем полученного тела

[image: ][image: ]

Решите задачу. (ПОС).

1.Цилиндрическая цистерна с радиусом основания 0,5 м и высотой 2 м заполнена водой. Вычислить работу, которую необходимо произвести, чтобы выкачать воду из цистерны.
2. Вычислить работу, которую надо произвести, чтобы выкачать из резервуара конической формы с вершиной, обращенной книзу. Резервуар наполнен доверху водой. Радиус основания конуса R=1м, высота конуса 2м.

Контрольные вопросы

1 В чем отличие определенного интеграла от неопределенного?
2 Перечислите свойства определенного интеграла.


Практическая работа №27

Тема: «Решение комбинаторных задач».
Цель: отработать навыки применения определений элементов комбинаторики, ее основных свойств и формул  при решении задач. 
При выполнении практической работы студент должен знать:
· основные формулы комбинаторики
После окончания занятия необходимо уметь:
Применять основные формулы комбинаторики для решения задач
Формируемые компетенции:
ОК 01 Выбирать способы решения задач профессиональной деятельности применительно к различным контекстам
ОК 02 Использовать современные средства поиска, анализа и интерпретации информации, и информационные технологии для выполнения задач профессиональной деятельности 
ОК.05 Осуществлять устную и письменную коммуникацию на государственном языке Российской Федерации с учетом особенностей социального и культурного контекста

Порядок выполнения работы:
 1.Изучить теоретический материал по теме «Нахождение точек экстремума функции».
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения.
1. Размещения.







Множество В называется подмножеством множества А, если каждый элемент В принадлежит А.Запись: В( множество В является подмножеством множества А). Считают также , что пустое множество является подмножеством любого множества () и любое множество является подмножеством  самого себя (АА).  Каждое упорядоченное подмножество множества А называют размещением.  Пусть множество А содержит n элементов. Часто возникает вопрос: сколько размещений по m элементов можно составить из n(mn) элементов множества А? Чтобы ответить на этот вопрос, докажем теорему: число размещений, состоящих из n элементов, взятых из m элементов, равно  т.е. =n(n-1)(n-2)…(n-m+1).
Пример1. Число перемещений из 5 элементов по 3 равно 


Пример 2. Сколькими способами можно выбрать четырёх человек на различные должности из девяти кандидатов на эти должности?
Так как каждый выбор 4 человек из 9 имеющихся должен иметь определенный порядок распределения их на должности, то мы имеем задачу составления размещений из 9 по 4. 

     Ответ:3024 способами.
2. Перестановки.
Часто приходится рассматривать упорядоченные множества , т.е. множества в которых , каждый элемент занимает своё , вполне определенное место. Упорядочить множество-это значить поставить какой –либо элемент множества на первое место, какой либо другой элемент- на второе место и.т.д. Упорядоченные множества принято иногда записывать в круглых скобках .
Упорядочить множество можно различными способами. Например, множество состоящие из трёх элементов a,b и c, можно упорядочить шестью способами(a,b,c,);(a,c,b);(b,a,c);(b,c,a);(c,a,b);(c,b,a).
Каждое упорядоченное множество каких-либо элементов называется перестановкой. Сколько можно составить перестановок из n элементов?
Пример1. Если множество состоит из одного элемента а1, то его можно, очевидно, упорядочить единственным способом , а именно (а1). Итак, из одного элемента можно составить одну перестановку.

Пример2. Пусть имеются два элемента :а1и а2. Ясно, что из этих элементов можно составить только две перестановки: поставить а2 перед а1 или поставить а2 после а1:(а2,а1); (а1,а2). Итак, число перестановок из двух элементов равно 1.

Пример3. Пусть имеются три элемента: а1,а2 и а3.Запишем сначала перестановки из двух элементов а1и а2 и в каждую из этих перестановок  впишем элемент а3 вначале на первое место, потом на второе место и , наконец, на третье -последние место. Получи шесть перестановок: (,а3,а2,а1); (а2,а3,а1); (а2,а1,а3);(а3,а3,а2);(а1,а3,а2);(а1,а2,а3). Итак, число перестановок из трех элементов равно  

Пример4.Пусть имеются четыре элемента: а1,а2,а3,а4.Запищем все перестановки из трёх элементов а1,а2 и а3(их число равно)
и в каждую из этих перестановок впишем элемент а4 в начале на первое место, потом на второе, затем на третье и, наконец, на четвёртое- последние место). Получаем 24 перестановки:
(а4,а3,а2,а1);(а2,а4,а3,а1);(а2,а3,а4,а1);(а3,а2,а1,а4);( а4,а2,а3,а1);(а2,а4,а3,а1); (а2,а3,а4,а1);(а2,а3,а1,а4);…;(а4,а1,а2,а3);(а1,а4,а2,а3);(а1,а2,а4,а3);(а1,а2,а3,а4).

Итак, число перестановок из четырёх элементов равно 

Теперь можно сформулировать теорему : число перестановок  из n элементов равно произведению n первых натуральных чисел, т.е. Pn=(где Pn-число перестановок из n элементов). Произведение n первых натуральных чисел обозначают n! (читается «эн факториал»), например:






1!=1;2!=12;3!=123;4!=1234.
3. Сочетания.






Пусть имеется множество А=, состоящие из n элементов. Из этого множества можно составить подмножество, состоящие из m элементов (mn). Каждое подмножество состоящие из m элементов, содержащихся в множестве А из n элементов, называется сочетанием из n элементов по m . Число всех таких сочетаний обозначается через  Сколько всех сочетаний по m элементов можно образовать из данных n элементов? Для ответа на этот вопрос докажем теорему: число  сочетаний из n элементов по m равно .  



Пример 1. Вычислить . Применяя формулу сочетаний, имеем =.

Пример 2. На плоскости расположено 5 точек. Сколько отрезков, концами которых являются эти точки, определяются этими точками? Решение. Каждые две точки определяют один отрезок, у которого они являются концами .При этом не играет роли , в каком порядке взяты данные точки. Поэтому число отрезков равно числу всевозможных пар точек, которые можно создать из 5 данных точек. Таким образом, решения задачи сводится к нахождению числа сочетаний из 5 элементов по 2: 
Задания для самостоятельной работы

	1 вариант
	2 вариант
	3 вариант
	4 вариант
	5 вариант

	1. Вычислить:

	
	+
	+
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	2. Решите задачи:

	Сколькими способами можно рассадить четыре человека в один ряд?
	Сколькими способами трое мальчиков -Петя, Алмаз, Куат - могут встать в один ряд?
	Из отряда солдат в 50 человек, назначают в караул 4 человека. Сколькими способами это можно сделать?
	Сколько различных аккордов можно взять на десяти выбранных клавишах рояля, если каждый аккорд может содержать до трех звуков?
	Сколько различных перестановок можно составить из букв слова «кортеж»?

	На станции 7 железнодорожных путей. Сколькими способами можно расположить на этих путях прибывшие 3 поезда?
	В классе изучают 10 предметов. Сколькими способами можно составить расписание на один день, чтобы в нем было 4 разных предмета?
	Сколькими способами могут быть присуждены 1-я, 2-я, 3-я премии трем лицам, если число соревнующихся равно 10?
	Сколькими способами можно составить трехцветный флаг (три горизонтальные полосы равной ширины), если имеется материал пяти различных цветов?  
	На плоскости даны точки А, В, С, D. Сколько векторов можно образовать, соединяя эти точки?

	Сколько отрезков можно получить, соединяя попарно 9 точек?
	На плоскости даны точки А, В, С, D. Сколько отрезков можно получить, соединяя попарно эти точки?
	Сколькими способами можно рассадить 12 человек за круглым столом?
	Сколько различных перестановок можно составить из букв слова «треугольник»?
	Сколько треугольников можно построить , соединяя попарно семь точек, любые три из которых не лежат на одной прямой?

	3. Проверить вычислением равенства:
	3.Решите уравнение:

	
	
	
	
	


Контрольные вопросы.
1. Что такое n факториал? Его обозначение.
2. Дайте определение размещения и запишите формулу  размещения из n элементов по m элементов.
3. Дайте определение перестановки и запишите формулу перестановки из n различных элементов.
4. Дайте определение сочетания и запишите формулы сочетания из n элементов по m элементов.


Время на выполнение:90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно




Практическая работа №28

Тема: «Вычисление вероятностей случайных событий».
Цель: отработка умений и навыков решения различных задач по теории вероятности.
При выполнении практической работы студент должен знать:
· виды событий
· определение вероятности события
· теоремы сложения и умножения вероятностей
· формулу Бернулли
После окончания занятия необходимо уметь:
· применять формулу вероятности
· пользоваться теоремами сложения и умножения вероятностей
· применять формулу Бернулли
· 
Формируемые компетенции:
ОК 01 Выбирать способы решения задач профессиональной деятельности применительно к различным контекстам
ОК 02 Использовать современные средства поиска, анализа и интерпретации информации, и информационные технологии для выполнения задач профессиональной деятельности 
ОК 03. Планировать и реализовывать собственное профессиональное и личностное развитие, предпринимательскую деятельность в профессиональной сфере, использовать знания по финансовой грамотности в различных жизненных ситуациях.
Порядок выполнения работы:
1.Повторить теоретический материал по теме
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения.
Основные теоретические сведения и примеры решения задач

1. В урне Н билетов. Из них М выигрышных. Какова вероятность того, что первый вытянутый билет окажется выигрышным?
Решение:
Пусть А – событие, означающее, что первый вытянутый билет выигрышный.
Н – общее количество всех возможных исходов.
М – количество исходов, благоприятствующих наступлению события А.
Р(А) – вероятность наступления события А. Тогда Р(А)=М/Н.  

2. Биатлонист стреляет по мишени. Мишень – круг радиуса R см. Биатлонист попадает в мишень с вероятностью 1. Попадание в любую точку равновероятно. Необходимо попасть в круг радиуса r см.
Решение:
А - попадание в круг радиуса r см. Sr=πr2. SR=πR2. Р(А)=Sr/SR

3. Имеется собрание сочинений из Н томов некоего автора. Все Н томов расставляются на книжной полке случайным образом. Какова вероятность, что тома расположатся в порядке возрастания или убывания?
Решение:
А – вероятность того, что тома расположатся в порядке возрастания или убывания.
Все тома можно расставить на полке m=Н! способами. Только в двух случаях тома расположатся либо в порядке возрастания, либо в порядке убывания. Значит, n=2. Тогда Р(А)=n/Н!.

4. Имеется собрание сочинений из Н томов некоего автора. На полке умещается только М томов (М меньше Н). Эти тома берут из Н случайным способом. Какова вероятность, что выбранные М томов расположатся в порядке возрастания или убывания?
Решение:
А – вероятность того, что выбранные тома расположатся в порядке возрастания или убывания.
М томов из Н томов можно выбрать  способами. Только в двух случаях тома расположатся либо в порядке возрастания, либо в порядке убывания. Значит, n=2. Тогда Р(А)=2/.

5. Три стрелка стреляют по мишени. Предполагается ,что события попадания в мишень для стрелков независимы и вероятности попадания стрелков в мишень равны р1, р2, р3. Какова вероятность того, что:
1) все три выстрела окажутся успешными;
2) хотя бы одни выстрел окажется успешным;
3) точно один выстрел окажется успешным, два выстрела окажутся успешными?
Решение:
1) А – все три выстрела окажутся успешными 
Р(А)=р1*р2*р3
2) Н - хотя бы одни выстрел окажется успешным 1-рi – вероятность промаха каждого стрелка 
Р(Н) =1-(1-р1)(1-р2)(1-р3)
3) В – только один выстрел окажется успешным 
Р(В)=р1*(1-р2)*(1-р3)+(1-р1)*р2*(1-р3)+(1-р1)*(1-р2)*р3
С - два выстрела окажутся успешными
Р(с)=р1*р2*(1-р3)+(1-р1)*р2*р3+р1*(1-р2)*р3

6. Футболист бьет Н раз пенальти. Вероятность забить при одном ударе равна р. Какова вероятность, что будет забито 3 пенальти?
Решение:
Пусть  А – событие, означающее, что будет забито 3 пенальти. Так вероятность забить при одном пенальти постоянна, то воспользуемся формулой Бернулли. 
Тогда Р(А)=

7. Случайная величина Х задана рядом распределения:
	Хi
	-3
	0
	1
	4

	Рi
	Р1
	Р2
	Р3
	Р4


Найти математическое ожидание МХ, дисперсию DX и среднеквадратическое отклонение .
Решение:
МХ=х1р1+х2р2+х3р3+х4р4
DX=
.
Задания для самостоятельной работы

Формулировки задач смотри в примерах решения задач.

	Номер задачи

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	
	Н
	М
	R
	r
	Н
	Н
	М
	Р1
	Р2
	Р3
	Н
	р
	Р1
	Р2
	Р3
	Р4

	1
	10
	1
	5
	1
	3
	5
	3
	0,1
	0,2
	0,3
	5
	0,1
	0,1
	0,2
	0,3
	0,4

	2
	11
	2
	6
	2
	4
	6
	4
	0,4
	0,5
	0,1
	4
	0,2
	0,1
	0,2
	0,2
	0,5

	3
	12
	3
	7
	3
	5
	7
	5
	0,3
	0,2
	0,4
	7
	0,3
	0,2
	0,4
	0,1
	0,3

	4
	13
	4
	8
	4
	6
	8
	6
	0,9
	0,8
	0,7
	6
	0,4
	0,3
	0,3
	0,2
	0,2

	5
	14
	5
	9
	5
	7
	9
	7
	0,5
	0,6
	0,3
	5
	0,5
	0,6
	0,1
	0,2
	0,1

	6
	15
	6
	10
	6
	8
	10
	8
	0,2
	0,3
	0,4
	8
	0,6
	0,4
	0,4
	0,1
	0,1

	7
	16
	7
	11
	7
	9
	11
	9
	0,2
	0,3
	0,5
	5
	0,7
	0,2
	0,2
	0,3
	0,3

	8
	17
	8
	12
	8
	10
	12
	10
	0,7
	0,8
	0,6
	6
	0,8
	0,1
	0,2
	0,3
	0,4

	9
	18
	9
	13
	9
	3
	13
	3
	0,1
	0,5
	0,7
	8
	0,9
	0,5
	0,3
	0,1
	0,1

	10
	19
	10
	14
	10
	4
	14
	4
	0,2
	0,3
	0,4
	7
	0,1
	0,1
	0,2
	0,2
	0,5

	11
	20
	1
	5
	3
	5
	8
	6
	0,6
	0,7
	0,8
	9
	0,2
	0,2
	0,2
	0,4
	0,2

	12
	21
	2
	6
	4
	6
	9
	7
	0,3
	0,4
	0,5
	5
	0,3
	0,5
	0,3
	0,1
	0,1

	13
	22
	3
	7
	5
	7
	10
	7
	0,3
	0,5
	0,7
	6
	0,4
	0,6
	0,1
	0,1
	0,2

	14
	23
	4
	8
	6
	8
	11
	9
	0,5
	0,1
	0,2
	7
	0,5
	0,2
	0,1
	0,5
	0,2

	15
	24
	5
	9
	7
	9
	12
	10
	0,3
	0,4
	0,9
	4
	0,6
	0,5
	0,1
	0,2
	0,2

	16
	25
	6
	10
	8
	10
	13
	3
	0,2
	0,4
	0,8
	6
	0,7
	0,1
	0,2
	0,3
	0,4

	17
	26
	7
	11
	9
	3
	14
	4
	0,9
	0,8
	0,7
	7
	0,8
	0,3
	0,2
	0,1
	0,4

	18
	27
	8
	12
	10
	4
	8
	4
	0,4
	0,7
	0,6
	8
	0,9
	0,1
	0,2
	0,3
	0,4

	19
	28
	9
	13
	3
	5
	9
	6
	0,2
	0,6
	0,7
	5
	0,1
	0,6
	0,1
	0,1
	0,2

	20
	29
	10
	14
	4
	6
	10
	7
	0,1
	0,6
	0,4
	6
	0,2
	0,5
	0,3
	0,1
	0,1

	21
	30
	1
	5
	3
	7
	11
	8
	0,4
	0,2
	0,6
	7
	0,3
	0,3
	0,1
	0,2
	0,4

	22
	31
	2
	6
	4
	8
	12
	9
	0,1
	0,3
	0,6
	8
	0,4
	0,1
	0,2
	0,3
	0,4

	23
	32
	3
	7
	5
	9
	13
	10
	0,4
	0,6
	0,6
	5
	0,5
	0,5
	0,2
	0,1
	0,2

	24
	33
	4
	8
	6
	10
	14
	3
	0,3
	0,6
	0,1
	4
	0,6
	0,2
	0,2
	0,1
	0,5

	25
	34
	5
	9
	7
	5
	9
	4
	0,6
	0,1
	0,1
	6
	0,7
	0,1
	0,2
	0,2
	0,5

	26
	35
	6
	10
	3
	6
	10
	6
	0,3
	0,7
	0,9
	7
	0,8
	0,6
	0,2
	0,1
	0,1

	27
	36
	7
	11
	4
	7
	11
	7
	0,4
	0,4
	01
	4
	0,9
	0,4
	0,1
	0,3
	0,2

	28
	37
	8
	12
	5
	8
	12
	8
	0,4
	0,9
	0,8
	8
	0,1
	0,1
	0,2
	0,2
	0,5

	29
	38
	9
	13
	6
	9
	13
	9
	0,3
	0,7
	0,9
	6
	0,2
	0,1
	0,3
	0,2
	0,4

	30
	39
	10
	14
	7
	10
	14
	10
	0,9
	0,7
	0,7
	7
	0,3
	0,1
	0,2
	0,3
	0,4




Контрольные вопросы

1 Дайте классическое определение вероятности.
2 Дайте определение геометрической вероятности.
3 Сформулируйте теоремы Бернулли, Байеса, Муавра-Лапласа.

Время на выполнение:90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно







Время на выполнение:   90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно




Практическая работа №29

Тема: «Анализ, обработка и графическое предоставление данных».
Цель: отработка умений и навыков обработки статистических данных
При выполнении практической работы студент должен знать:
· виды событий
· определение вероятности события
· теоремы сложения и умножения вероятностей
· формулу Бернулли
После окончания занятия необходимо уметь:
· применять формулу вероятности
· пользоваться теоремами сложения и умножения вероятностей
· применять формулу Бернулли
· 
Формируемые компетенции:
ОК 01 Выбирать способы решения задач профессиональной деятельности применительно к различным контекстам
ОК 02 Использовать современные средства поиска, анализа и интерпретации информации, и информационные технологии для выполнения задач профессиональной деятельности 
ОК.05 Осуществлять устную и письменную коммуникацию на государственном языке Российской Федерации с учетом особенностей социального и культурного контекста
ОК 04 Эффективно взаимодействовать и работать в коллективе и команде

Порядок выполнения работы:
1.Повторить теоретический материал по теме
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения.
ЗАДАЧИ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ 
Установление закономерностей, которым подчинены массовые случайные явления. 
[bookmark: stat]Статистические данные представляют собой данные, полученные в результате обследования большого числа объектов или явлений. 
Первая задача математической статистики - указать способы сбора и группировки статистических сведений, полученных в результате наблюдений или. 
Вторая задача математической статистики - разработать методы анализа статистических данных в зависимости от целей исследования. 
Современную математическую статистику определяют как науку о принятии решений в условиях неопределенности 
Основные понятия математической статистики:
Выборочной совокупностью (выборкой) называют совокупность случайно отобранных объектов. 
[bookmark: sovk_g]Генеральной (основной) совокупностью называют совокупность, объектов из которых производится выборка. 
Например, если из 1000 деталей отобрано для обследования 100 деталей, то объем генеральной совокупности N = 1000, а объем выборки n =100. Число объектов генеральной совокупности N значительно превосходит объем выборки n . 
[bookmark: spsb_p]Повторной называют выборку, при которой отобранный объект (перед отбором следующего) возвращается в генеральную совокупность. 
[bookmark: spsb_b]Бесповторной называют выборку, при которой отобранный объект в генеральную совокупность не возвращается. 
Случайной величиной называется числовая переменная величина, принимающая в зависимости от случая те или иные значения с определёнными вероятностями. 
            Математическим ожиданием дискретной случайной величины называется число, равное сумме произведений всех значений случайной величины на вероятности этих значений   М(x) = xipi = x1p1+ x2p2 + ... + xnpn (1) 
Дисперсией дискретной случайной величины называется математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от её математического ожидания:      D(x) = M(x – M(x))2 (2) или    D(X) = (xi – M(x))2pi (3) или     D(x) = M(x2) – (M(x))2 (4)
Дисперсия случайной величины характеризует степень разброса значений случайной величины относительно её математического ожидания.
Средним квадратичным отклонением дискретной случайной величины называется квадратный корень из дисперсии:  (x) = D(x) (5)
Пример 1.    Найти числовые характеристики случайной величины Х, имеющей закон распределения, представленный в таблице 1.
Таблица 1. Закон распределения случайной величины Х.
	Xi
	– 2
	– 1
	1
	2
	3

	Pi
	0.3
	0.1
	0.2
	0.1
	0.3


Решение:
1. Найдём математическое ожидание.
По формуле (1): M(x) = –2 . 0.3 + (–1) . 0.1 + 1 . 0.2 + 2 . 0.1 + 3 . 0.3 = – 0.6 – 0.1 + 0.2 + 0.2 + 0.9 = 0.6 
2. Найдём дисперсию.  Воспользуемся формулой (2):случайная величина (Х – М(Х)) имеет распределение, представленное в таблице 2
Таблица 2. Закон распределения случайной величины (Х – М(Х))
	Xi – М(х)
	– 2.6
	– 1.6
	0.4
	1.4
	2.4

	Pi
	0.3
	0.1
	0.2
	0.1
	0.3


Тогда:
D(X) = M(x – M(x))2 = (–2.6)2 . 0.3 + (–1.6)2 . 0.1 + 0.42 . 0.2 + 1.42 . 0.1 + 2.42 . 0.3 = 2.028 + 0.256 + 0.032 + 0.196 + 1.728 = 4.24 
· Воспользуемся формулой (4): случайная величина x2 имеет распределение, представленное в таблице 3 Таблица 3. Закон распределения случайной величины х2
	Xi
	1
	4
	9

	Pi
	0.3
	0.4
	0.3


Тогда M(x2) = 1 . 0.3 + 4 . 0.4 + 9 . 0.3 = 0.3 + 1.6 + 2.7 = 4.6 
· По формуле (4):  D(x) = M(x2) – (M(x))2 = 4.6 – 0.62 = 4.6 – 0.36 = 4.24
3. Найдём среднее квадратичное отклонение по формуле (5) 
(x) = D(x) = 4.24 ~2.059 

Задания для самостоятельной работы
1. Записать длину волос студентов группы (случайная величина Х).
2. Составить закон распределения случайной величины Х.
3. Найти размах, среднее арифметическое, моду, медиану, дисперсию, среднеквадратичное отклонение, построить круговую диаграмму.
4. Работа по подгруппам.

Контрольные вопросы

1.Дайте классическое определение вероятности.
2.Дайте определение геометрической вероятности.
3.Сформулируйте теоремы Бернулли, Байеса, Муавра-Лапласа.

Время на выполнение:90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно









Практическая работа №30

Тема: «Анализ, обработка и графическое предоставление данных. Полигон и гистограмма».
Цель: отработка умений и анализа и представления данных.
При выполнении практической работы студент должен знать:
· определение случайной величины, закон ее распределения
· основные характеристики
· способы представления данных
После окончания занятия необходимо уметь:
составлять закон распределения случайной величины
· находить основные характеристики
· строить гистограмму и полигон частот
· 
Формируемые компетенции:
ОК 01 Выбирать способы решения задач профессиональной деятельности применительно к различным контекстам
ОК 02 Использовать современные средства поиска, анализа и интерпретации информации, и информационные технологии для выполнения задач профессиональной деятельности 
ОК.05 Осуществлять устную и письменную коммуникацию на государственном языке Российской Федерации с учетом особенностей социального и культурного контекста

Порядок выполнения работы:
1.Повторить теоретический материал по теме
2.Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
3. Ответить на контрольные вопросы.
4. Выполнить самостоятельную работу.
5. Сдать отчет по проделанной работе.
Краткие теоретические сведения.
Выборочной совокупностью (выборкой) называют совокупность случайно отобранных объектов. 
Генеральной (основной) совокупностью называют совокупность, объектов из которых производится выборка. 
Например, если из 1000 деталей отобрано для обследования 100 деталей, то объем генеральной совокупности N = 1000, а объем выборки n =100. Число объектов генеральной совокупности N значительно превосходит объем выборки n . 
Повторной называют выборку, при которой отобранный объект (перед отбором следующего) возвращается в генеральную совокупность. 
Бесповторной называют выборку, при которой отобранный объект в генеральную совокупность не возвращается. 
[image: ]



   



	СПОСОБЫ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ДАННЫХ:
Наглядное представление статистической информации.
Статистическую информацию удобно представлять в виде круговых  диаграмм.
Столбчатую диаграмму из соединённых прямоугольников называют гистограммой.
График распределения частот называют полигоном.
1.    ТАБЛИЦЫ:
Пример  Задано распределение частот выборки объема n = 20: 
Таблица 1 
	xi
	2
	6
	12

	ni
	3
	10
	7


Написать распределение относительных частот. 
Решение. Найдем относительные частоты, для чего разделим частоты на объем выборки: 
W1 = 3/20 = 0,15; W2 = 10/20 = 0,50; W3 = 7/20 = 0,35. 
Напишем распределение относительных частот: 
Таблица 2 
	xi
	2
	6
	12

	wi
	0,15
	0,50
	0,35


2.    Диаграммы и графики:
Для построения интервального ряда необходимо: 
1. определить величину частичных интервалов;
2. определить ширину интервалов;
3. установить для каждого интервала его верхнюю и нижнюю границы;
4. сгруппировать результаты наблюдении.
	

Рис. 1. Полигон частот 
	

Рис. 2. Гистограмма относительных частот 




Задание для самостоятельной работы.

НАЙДИТЕ РАЗМАХ, МОДУ, МЕДИАНУ И СРЕДНЕЕ ЗНАЧЕНИЕ. ПОСТОЙТЕ ДИАГРАММЫ.

ЗАДАНИЕ 1. Пусть, проведя учет деталей, изготовленных за смену рабочими одной бригады, получили такой ряд данных: 36, 35, 35, 36, 37, 37, 36, 37, 38, 36, 36, 36, 39, 39, 37, 39, 38, 38, 36, 39, 36.
ЗАДАНИЕ 2. В России в 2002 г. было 13 городов с числом жителей более 1 млн. человек. Данные о населении этих городов в тысячах человек за разные годы приведены в таблице.
Таблица. Города России с числом жителей более 1 млн. человек.
	Город
	Население, тыс. чел.

	
	1979
	1989
	2002

	Волгоград
	926
	999
	1013

	Екатеринбург
	1210
	1296
	1293

	Казань
	989
	1085
	1105

	Москва
	8057
	8878
	10358

	Нижний Новгород
	1342
	1400
	1311

	Новосибирск
	1309
	1420
	1426

	Омск
	1016
	1149
	1134

	Пермь
	989
	1041
	1000

	Ростов-на-Дону
	925
	1008
	1070

	Самара
	1192
	1222
	1158

	Санкт-Петербург
	4569
	4989
	4669

	Уфа
	977
	1080
	1042

	Челябинск
	1030
	1107
	1078



ЗАДАНИЕ 3. Дан набор равновероятных чисел 3; 6; 4; –2; 5; 8. Найдите математическое ожидание и медиану этого набора.

ЗАДАНИЕ 4.  Дан ряд распределения дискретной случайной величины
X     10       20        30       40      50       60 
P     0,24    0,36     0,20    0,15   0,03    0,02.
Найти числовые характеристики. построить полигон и гистограмму.
ЗАДАНИЕ 5. (ПОС) 
Фирма по доставке смесей для землеустройства планирует позвонить в 8 крупных организаций с предложением своих услуг. Каждый звонок с вероятностью 20% приводит к заказу.
а) Построить ряд распределения числа заказанных доставок (случайная величина Х) по биномиальному закону. Проверить условие нормировки.
б) Построить многоугольник распределения.
в) Определить математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратичное отклонение случайной величины Х. Сделать выводы.
г) Записать функцию распределения случайной величины Х, построить график функции.
д) Найти вероятность того, что более половины фирм закажут доставку смесей..
Контрольные вопросы.
1. Какие числовые характеристики случайной величины вы знаете?
2. Как строить полигон, гистограмму?
Время на выполнение:90- мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

Работа выполняется в тетради для практических работ.
Шкала оценки образовательных достижений
	Процент результативности (правильных ответов)
	Оценка уровня подготовки

	
	балл (отметка)
	вербальный аналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно



Время на выполнение: 90 мин. (час.),
в том числе:
подготовка 10 мин.;
выполнение 1 час.10 мин.;
оформление и сдача 10 мин.

	Основная литература
1. Богомолов, Н. В.  Математика : учебник для среднего профессионального образования / Н. В. Богомолов, П. И. Самойленко. — 5-е изд., перераб. и доп. — Москва : Издательство Юрайт, 2023. — 401 с. — (Профессиональное образование). — ISBN 978-5-534-07878-7. — Текст : электронный // Образовательная платформа Юрайт [сайт]. — URL: https://urait.ru/bcode/511565  (дата обращения: 08.07.2023).
2. Григорьев В.П. Математика: учебник для студ. учреждений сред. проф. образования/ В.П. Григорьев, Т.Н. Сабурова. – 4-е изд., стер. – М.: ИЦ «Академия», 2020. – 368 с.  – ISBN 978-5-4468-9592-2. – Текст: электронный // ЭБС «Академия»: [сайт]. URL: https://www.academia-moscow.ru/reader/?id=480304

	Дополнительная литература
1. Богомолов, Н. В.  Практические занятия по математике в 2 ч. Часть 1 : учебное пособие для среднего профессионального образования / Н. В. Богомолов. — 11-е изд., перераб. и доп. — Москва : Издательство Юрайт, 2023. — 326 с. — (Профессиональное образование). — ISBN 978-5-534-08799-4. — Текст : электронный // Образовательная платформа Юрайт [сайт]. — URL: https://urait.ru/bcode/512668   
2. Богомолов, Н. В.  Практические занятия по математике в 2 ч. Часть 2 : учебное пособие для среднего профессионального образования / Н. В. Богомолов. — 11-е изд., перераб. и доп. — Москва : Издательство Юрайт, 2023. — 251 с. — (Профессиональное образование). — ISBN 978-5-534-08803-8. — Текст : электронный // Образовательная платформа Юрайт [сайт]. — URL: https://urait.ru/bcode/512669 
3. Шипова, Л. И. Математика : учебное пособие / Л.И. Шипова, А.Е. Шипов. — Москва : ИНФРА-М, 2020. — 238 с. — (Среднее профессиональное образование). - ISBN 978-5-16-014561-7. - Текст : электронный. - URL: https://znanium.com/catalog/product/1127760   
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